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1. Натуральные числа и действия над ними: сложение, вычитание, 
умножение, деление.
2. Дроби, их виды и действия над ними.
3. Рациональные (иррациональные), целые, положительные 
(отрицательные) числа.
4. Модуль числа.
5. Степень числа, ее свойства и действия над степенными числами. 
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2. Преобразование корней.
3. Степень с рациональным (целым и дробным) показателем.
Тема №3
1. Одночлены и многочлены.
2. Разложение многочленов на множители.
3. Тождества сокращенного умножения.
Тема № 4
1. Линейные уравнения с одной переменной.




2. Разложение квадратного трехчлена на множители.
3. Дробные рациональные уравнения.
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Тема № 7
1. Понятие функции и способы ее задания.
2. Свойства функции: монотонность, периодичность, четность, корни 
функции.
3. Линейная функция.




1. Степенная функция с целым положительным показателем ( n s Z j .
2. Степенная функция с целым отрицательным показателем (n e Z  ).
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Данное учебное пособие написано в соответствии с программой по 
математике для иностранных граждан -  слушателей подготовительного 
отделения высших медицинских учреждений образования и предназначено 
для решения задачи математической подготовки будущих студентов -  
медиков. Учтены различия в уровнях базового образования иностранных 
граждан, поэтому в книгу включены краткие сведения по начальному курсу 
математики. Разделы, посвященные высшей математике, изложены ясным и 
понятным языком, с выделением основных положений. Кроме того, 
некоторые темы даны в двух вариантах изложения: в более простом, 
содержащем только основные понятия и определения рассматриваемого 
материала, и в подробном — для расширенного и углубленного изучения.
Структура пособия такова: весь материал разбит на темы, темы -  на 
пункты. Каждая тема содержит подробный разбор примеров решения задач и 
заканчивается упражнениями, предназначенными как для закрепления 
изучаемого материала, так и для более углубленного усвоения курса (задачи 
повышенной сложности со звездочкой). Для большей наглядности пособие 
содержит большое количество поясняющих рисунков. В книге использованы 
как собственные разработки авторов, так и материалы различных учебных 
пособий. Книга также содержит русско-английский словарь математических 
терминов (Яснова М. М., Бельдюшкин В. С., Федотова 3. А. Русско- 
английский словарь -  минимум по математике, физике и химии. -  М: 
Университет дружбы народов имени Патриса Лумумбы, 1969) и список 
кратких математических обозначений, которые Также будут способствовать 
лучшему усвоению математики.
7Тема №1.
1. Натуральные числа и действия над ними: сложение, вычитание, 
умножение, деление.
2. Дроби, их виды и действия над ними.
3. Рациональные (иррациональные), целые, положительные (отри­
цательные) числа и действия над ними.
4. Модуль числа.
5. Степень числа, ее свойства и действия над степенными числами.
1. Натуральные числа и действия над ними: сложение, вычитание,
умножение, деление.
Понятие натурального числа относится к простейшим, первона­
чальным понятиям математики и не подлежит определению через дру­
гие, более простые понятия. Возникло оно, как и вся наука математика, 
из потребностей практической деятельности людей.
Натуральные числа (N) -  это множество чисел, возникающих в 
результате счета предметов, например 1, 2, 3, 4, 100...и т.д. обозначают­
ся с помощью десяти цифр: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0. Множество нату­
ральных чисел имеет наименьшее число 1, но не имеет наибольшего 
числа. Для натуральных чисел определены следующие действия: сло­
жение, вычитание, умножение, деление, возведение в степень и извле­
чение корня. Только сложение и умножение являются для натуральных 
чисел выполнимыми всегда, поскольку в результате сложения и умно­
жения получаются также натуральные числа.
Сложение и его свойства:
Результат сложения двух или нескольких чисел называется их 
суммой, а сами числа -  слагаемыми:
а + b = с , где а, b -  слагаемые, с -  сумма.
Свойства:
1) переместительное (коммутативное) свойство сложения:
а + b = Ь + а;
Этот закон формулируется так: от перестановки мест слагаемых сумма 
не изменяется.
2) сочетательное (ассоциативное) свойство сложения:
(a + b) + c = a + (b + c).
8Этот закон формулируется так: значение суммы не изменится, если ка­
кую-либо группу слагаемых заменить их суммой.
Вычитание:
Вычесть из числа а число Ь -  значит найти такое число с, которое 
в сумме с числом b дает а:
а - Ь  = с, где а -  уменьшаемое, Ь — вычитаемое, с -  разность.
Для натуральных чисел вычитание не всегда выполнимо. Напри­
мер: 4 -  4; 2 -  7; 15 -  40. В результате данных действий мы не получим 
натуральное число.
Умножение и его свойства:
Умножить число а на число Ъ -  значит найти сумму Ь слагаемых, 
каждое из которых равно а:
а-Ъ = с ,  где а, Ъ -  множители, с -  произведение.
Например: 3-а = а + а + а.
Свойства:
1) переместительное свойство умножения: a b - b  a\
Этот закон формулируется так: от перестановки сомножителей значение 
произведения не изменяется.
2) сочетательное свойство умножения: (а-Ь) с -  а (Ь с) -,
Этот закон формулируется так: значение произведения не изменится, 
если какую-либо группу сомножителей заменить их произведением.
3) распределительное (дистрибутивное) свойство, связывающее сло­
жение (вычитание) и умножение, можно записать: (а±Ь)-с = а-с + Ь-с 
Этот закон формулируется так: чтобы умножить сумму (разность) на 
число, достаточно умножить каждое слагаемое на это число и сложить 
полученные произведения. То же самое относится и к делению суммы 
(разности) на число:
а b _ а±Ь
к к к
Деление и его свойства:
Разделить число а на число Ь -  значит найти такое число с, которое при 
умножении на число Ь дает число а:
а
Ь
= с , где а -  делимое (кратное), Ь -  делитель, с -  частное.
9Свойства:
1) Признак делимости суммы (разности) — если каждое из слагаемых 
делится на число с, то и сумма (разность) делится на это же число с:
X , У_Х±у 
с с с
Для натуральных чисел деление нацело не всегда выполнимо, посколь­
ку результат не всегда является натуральным числом, например: 
5:2=2,5.
Признаки делимости:
-  на 2 и 5 делятся только те числа, в записи которых последняя цифра 
либо «О», либо выражает число, делящееся соответственно на 2 или 5. 
Например: 10, 22, 310 и т.д.
-  на 4 (или на 25) делятся те и только те числа, у которых две последние 
цифры — нули или выражают число, делящееся соответственно на 4 (или 
на 25). Например: 4, 8,100, 144.
-  на 3 (или на 9) делятся те и только те числа, сумма цифр которых де­
литься на 3 (или на 9). Например: 33:3, 27:9, 27:3.
-  на 10 делятся числа, оканчивающиеся нулем.
Числа, делящиеся на 2, называются чётными. Например: 2, 4, 6, 8 
... и т.д. 2:2, 4:2, 6:2, 8:2. Все остальные числа - нечётные. Например: 3, 
5, 7, 9... и т.д.
Дополнительные свойства сложения и умножения:
1 )а  + 0 = а; 2) а 0 = 0; 3)а-1 = а.
Простые и составные числа.
Любое натуральное число можно представить в виде произведения 
единственным способом (или разложить на простые множители): 
а = р\'-рЬ -..,рк;  . Например: 27=33; 20=22-5; 10=102=2252.
Число называется простым, если его делителями являются только еди­
ница и само число. Например, числа 2, 3, 5, 13, 29 -  простые.
Число, имеющее другие делители (кроме себя и 1), называется состав­
ным. Например, числа 10, 15, 4, 8 — составные.
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Наибольший общий делитель (НОД) и наименьшее общее кратное
(НОК).
Наибольшим общим делителем (НОД) называется максимальное чис­
ло, на которое делятся оба (или несколько) натуральных числа нацело. 
Например, рассмотрим множество А делителей числа 45 и множество В 
делителей 60 и найдем их НОД (45, 60).
А={1, 3, 5, 9, 15,45}
В={1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60}
45|3 45|9 45|45 45| 15 60|1 60|4 60| 12 60|6 60|20
15 5 5|5 1|1 3|3 60[2 15| 15 5|5 10|10 3|3




Общими делителями чисел 45 и 60 называются числа, являющиеся эле­
ментами как множества А, так и множества В (пересечение множеств 
АПВ). Общие делители 3, 5, 15, максимальное из них — 15, следователь­
но, в данном примере НОД (45, 60)=15.
Краткая запись решения данного примера имеет вид:




5|5 15|3 НОД (45,60)= 3-5=15.
1|1 5(5
1(1
Выбираем максимальное число, на которое делятся 45 и 60 (произведе­
ние только общих множителей двух чисел в минимальных степенях).
Наименьшим общим кратным (НОК) называется наименьшее 
число, которое делится нацело на каждое из предложенных натураль­
ных чисел. Например, рассмотрим множество А чисел, кратных 4, и 
множество В чисел, кратных 6 (которые делятся на 6) и найдем НОК (4, 
6).
А={4, 8, 12, 16, 20, 24,...} 4:4, 8:4, 12:4, 16:4, 20:4, 24:4 и т.д.
В={6, 12, 8, 24...} 6:6, 12:6, 18:6, 24:6 и т.д.
Числа 12, 24, 36 и т.д. будут общими кратными для чисел 4 и 6 (или пе­
ресечением множеств чисел, делящихся на 4 и на 6). Нужно найти наи­
меньшее общее кратное -  это наименьшее число, которое делиться на 
каждое из натуральных чисел. Таким числом является 12, следователь­
но, НОК(4, 6)=min{12, 24, З6...}=12.
Краткая запись решения данного примера имеет вид:





1|1 1|1 НОК{4, 6}=22-3=12
Выбираем минимальное число, которое делится и на 4, и на 6 нацело 
(произведение всех множителей двух чисел в максимальных степенях). 
Рассмотрим еще один пример:
Дано: 126,540, 630. Найти НОД и НОК.
Решение:
126|2 540|2 630|2 126=2-32-7-1
63|3 270|2 315|5 540=22-5-33-1
2113 13515 6313 630=2-5-32-7-1
7|7 27|3 7|7 НОД(126, 540, 630)=:
1|1 9|3 1|1 НОК(126, 540, 630)=:
3[3
1|1
2. Дроби, их виды и действия над ними.
Одна или несколько равных частей единицы называется обыкновен­
ной дробью. Обыкновенная дробь записывается с помощью черты и
двух натуральных чисел. Например: — -  обыкновенная дробь, где т -п
числитель дроби, и -  знаменатель дроби. Если числитель меньше 
знаменателя (ш<п), то дробь -  правильная. Если числитель дроби
■5
больше знаменателя (m>n), то дробь -  неправильная. Например: -  -
правильная дробь; j  -  неправильная дробь. Дроби, состоящие из нату-
2
рального числа и дроби называются смешанными. Например: 1 -  -  сме-
2
шанная дробь; 1 -  целая часть, -  -  дробная часть. Смешанную дробь 
можно обратить в неправильную дробь, например: 1- = 1-3 + 2 = -  .
Основные свойства дробей:
, а с1. -  = —, еслиа-d = Ь с Ъ d
Q С
2. — > —, если.a-d > Ь-с (сравнение дробей) Ъ d
3. — < —, если a-d < Ь-с (сравнение дробей) b d
12
л а к а4. -  = ----, если числитель и знаменатель разделить или умножить на 
одно и тоже число, то получиться дробь, равная данной. Обратная опе­
рация называется сокращением дробей: = —.
k b  Ь
Действия над дробями:
1. а с a-d + c-b сложение, 3 а С а с умножение;b ' d b d ь d~ b d
2. а с a d - c b  






Приведение дробей к общему знаменателю.
Например: дроби ^  и ^  приведем к общему знаменателю:
Для этого нужно






15 7 _ 7-2 _ 14
36 1 8 1 8 -2 ~ 36
2) сложить две дроби
А  А _ А  И 15 + 14 
12 + 18 ~ 36 + 36 _ 36
29
36
Кроме обыкновенных дробей существуют еще десятичные дроби. 
Десятичная дробь — это обыкновенная дробь, знаменатель которой ра­
вен 10, 100, 1000, ... и т.д. Для того, чтобы обратить обыкновенную 
дробь в десятичную, нужно числитель дроби разделить на знаменатель.
Например: ^ = 1:4 = 0,25. Десятичные дроби могут быть периодическими
и непериодическими, конечными и бесконечными. Например: 2,5 -  
конечная непериодическая дробь; 3,6(1)=3,61111... -  бесконечная пе­
риодическая дробь.
Задания для решения:
Найти НОД и НОК чисел:
1. 27,60,50.
2. 45, 15, 54.
3. 64,48, 52.






12. 83,759 + 4,280
Сравнить числа:
16. -  и 0,36
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3. Рациональные (иррациональные), целые, положительные (отри­
цательные) числа.
Координатная прямая -  это прямая линия с выбранным на ней 
началом отсчета, единичным отрезком (в качестве единицы измерения) 
и направлением. Натуральные числа, расположенные на координатной 
прямой правее начала отсчета, называются целыми положительными 
числами, например, 1, 2, 3,...25.... Натуральные числа, расположенные 
на координатной прямой левее начала отсчета называются целыми от­
рицательными числами, например, 1, 5, 6, 7,...151,.... Множество на­
туральных чисел, дополненное нулем, называют множеством целых чи­
сел. Совокупность чисел 0, ±1, ±2, ±3...±100... образует множество 
целых чисел (Z). Над целыми числами можно выполнять различные 
действия: сложение, вычитание, деление и умножение.
Каждой дроби (обыкновенной или десятичной) можно поставить в 
соответствие какую-либо точку координатной прямой. При этом мы 
получаем как положительные, так и отрицательные, как целые, так и 
дробные числа. Объединение множеств целых и дробных чисел (поло­
жительных и отрицательных) составляет множество рациональных чи­
сел Q. Любое рациональное число можно записать в виде где p eZ 0
(включая ноль), </eZ; причем цфО (так как деление на ноль не имеет 
смысла), т. е. любое рациональное число можно представить в виде ко­
нечной или бесконечной периодической дроби.
Каждому рациональному числу можно поставить в соответствие 
единственную точку на координатной прямой. На множестве Q можно 
производить действия сложения, вычитания, умножения и деления 
(кроме деления на «0»). Например: -13:6 = -2,1(6). Получилась периоди­
14
ческая дробь 2,1(6). Целая часть -  2, дробная часть -  1 и (6) -  период. 
Входит во множество рациональных чисел.
Иррациональные числа -  числа, которые нельзя представить в 
виде периодической дроби. Например: е = 2,718281...; л: = 3,1415926... 
Объединение множеств рациональных и иррациональных чисел образу­
ет множество действительных чисел R. Между множеством R и мно­
жеством точек координатной прямой существует взаимнооднозначное 
соответствие, т.е. каждому действительному числу соответствует един­
ственная точка числовой прямой, и наоборот, каждой точке числовой 
прямой соответствует единственное число. Таким образом, получается 
числовая прямая.
4. Модуль числа.
Модулем числа а называется само это число, если а > 0, или это чис­
ло, взятое с противоположным знаком, если а < 0.
Г + а, если а>0
щ = \
[_ — а, если а<0
Если афО, то на координатной прямой модулю числа а соответствуют 
две точки, равноудаленные от нуля:








3. \а + Ь\ < \а\ +1*|, например: |3 + (- 8)| < |3| + 1- 8|;
4. \а-Ь\> у  - 1*|, например: |(- з)— 8) > |(- 3) - 18|
Примечание:
1. Из установленного на координатной прямой соответствия следует, 
что то число больше, которое на координатной прямой расположено 
правее. Следовательно: а) всякое положительное число больше нуля и 
больше отрицательного числа; б) всякое отрицательное число меньше 
нуля; в) из двух отрицательных чисел больше то, модуль которого 
меньше: Например -  3,8 > -  5,1, т.к. |- 3,8| < |- 5,1|.
2. Сложение, вычитание, умножение и деление рациональных чисел:
(-6 )+ (-5 ,3 )  =-11,3; (-15 ): 5 = 3;Например: ; ( ; . '  v. ’ ’
( - 3 ) 4 - 5 ) = - 3  + 5 = 2; ( - 3 ) ( - 5 ) =  15
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5. Степень числа, ее свойства и действия над степенными числами.
Степенью числа а с натуральным показателем п называется 
произведение и сомножителей, каждый из которых равен я. 
а" = й-я-. . . -ял где я -  основание степени, п -  показатель степени.
Ул раз
Основные свойства степени с натуральным показателем.
1. аш-а" =а'"*"; 5. (а ■ bУ = а" ■ Ь";




4- r - « r = J  я
-а , если п- нечётное.




18. (0,4)4; (0,3)2; (-1,2)2. 22. 18Y ;  2~5
153 -213 19. 13 . z \  ;
352-34
„  (а-ЬУ . 
(а-2-63Г ”




1. Корень п-ой степени из действительного числа.
2. Преобразование корней.
3. Степень с рациональным (целым и дробным) показателем.
1. Корень п-ой степени из действительного числа.
Корнем п-ой степени (где n&N,n* 1) из действительного числа я 
называется действительное число Ь, п-ая степень которого равна я: 
или Ь" = а . Действие нахождения корня и-ой степени из числа
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называется извлечением корня п-ой степени. Арифметическим кор­
нем п-ой степени из неотрицательного числа а {а > 0) называется неот­
рицательное число b (b >  О), «-ая степень которого равна а: п4 а  = b или 
Ь" = а .
2. Преобразование арифметических корней.
1. 4а = ”4с4, (а > О)
2. 4а ■ 4b = 4а ■ Ь, (а > О, Ъ > 0)
(а>0,Ь>0)-  4а^
4ь У ь '
4. (ч/<аУ = 4ат , ( а > 0 ,п -  натуральное)
_ r~j= /— (а >0; т, п е5. T-Ja = тЦа , где
I т >2,п>2
6. 4а" |а| -  если п -  четное, натуральное, п> 2. 
а -  если п -  нечетное,натуральное, п > 3.
7. Если а/ > а2 >0, то фГх > 4 ‘*2 •
Частным случаем корня n-ой степени является квадратный корень из 
числа: 4а = Ь или Ьг = а .
Преобразование квадратного корня:
1. 4а-Ь = 4а ■ 4Ь
2. (4а } = 4а" , где (а > 0, п — натуральное)
3. = Ж ’ где (а s °5 ь > °)
4. 4а > 4ь , если а > Ъ 
4а <4b , если а < Ь
Задания для решения:
25. Внести множитель под знак корня: сг - у 1 + -у
26. Вынести множитель из-под знака корня 
а)
б) 4  4а2 Ь2 , где а < 0, Ъ > 0;




27. Вычислить: 7343 -  4 252 -  V7
28. Сравнить числа: Зл/5 и 4^3
29. Выполнить действия: V2V2V2 .
3. Степень числа с рациональным (целым и дробным) показателем.
Рассмотрим выражение а”, гдеpeZ . В зависимости от вида, кото­
рый будет иметь показатель степени, возможны следующие варианты:
1. Если р=0, то по определению, а0 = 1 (при а ф 0). Например, 5° = 1.
2. Если р<0, то по определению, а ’’ = — (при аФ 0).
Например, 2‘3 = ~ , ( j  j  = | .
р
3. Рассмотрим выражение а 4, где p/q -  рациональное число. Выражение
£
а4 имеет смысл только при а>0. Если а>0, р е Z, qsN, то по определе­
нию а 4 =%[сР (аналогично корню и-ой степени из неотрицательного 
числа а). Например: 2
Примечание. Выражение (- 8)^ или (- 8)^ смысла не имеет.
4. Степень с рациональным показателем обладает теми же свойствами, 
что и степень с натуральным показателем, а именно, если а>0 и «е <2; 
m eQ, то:





в и в л ^ о т е к л
Вычислить:
30. 85 -8’ -1 6 :164 + (97 )2
2-4'2 + 81
31.
«“И Я  -H i'
Г 5 Г J1 V
32. , при а=125
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Упростить:
3 ,  (з-2го + 7■ 219)-52
!
(l3-84)2 (М




1. Одночлены и многочлены.
2. Разложение многочленов на множители.
3. Тождества сокращённого умножения.
1. Одночлены и многочлены.
Одночлен -  произведение нескольких чисел, обозначенных циф­
рами или буквами. Например: 34а567с9. Степенью одночлена называет­
ся сумма показателей степеней его буквенных множителей. Например:
5 = 5х°- одночлен нулевой степени,
5х2 -  одночлен второй степени,
Ъх3уг- -  одночлен шестой степени.
Многочленом называется алгебраическая сумма нескольких одно­
членов. Например: 4х2у 2 -7х2у 4 +Зх3у 5 + ... и т.д. Степенью многочлена 
называют наибольшую степень одночлена, входящего в этот многочлен. 
Например:
2х2у + 5х4у 3 -ху + 6 , степень многочлена равна 7. 
Сложение многочленов.
1) Подобные члены (одинаковые, кроме коэффициентов)
При сложении и вычитании многочленов надо привести подобные чле­
ны. Например:
2 ab + 5 a2b2 + 5аЬ + За2Ь2 = 2 ab + 5 ab + 5 а2Ь2 + 3 a2b2 = lab + 8 а2Ь2 
Умножение многочлена на многочлен:
Чтобы умножить многочлен на многочлен, надо умножить каждый член 




( З х - 2 у +  z\5x-2=)=\5x2 -\0xy + 5x:-6xz + 4 yz-2 :2 = 15л2 -  10ду-хг + 4yz -  2z2
Преобразование многочлена в произведение двух или нескольких 
многочленов (среди которых могут быть и одночлены) называется раз­
ложением многочлена на множители. Существует много способов раз­
ложения многочленов на множители. Рассмотрим некоторые из них.
1) Метод вынесения общего множителя за скобки.
Например: 3ах* -  6а1 х1 -  Зал3 (л -  2а6 7х4 + 4)+ 12ах3.
2) Метод группировки.
Например: аЬ + 2а -  3* -  6 -  многочлен. Представим его в виде суммы 
двух двучленов (сгруппируем):
ab + 2a-3b-b = (ab -  3b)+ (2а -  б) — Ь(а-3)+ 2(а-3), т. к. ab-3b = b{a-3) и 
2а-6  = 2(а-3). Далее вынесем за скобки общий множитель (а-3) и по­
лучим: b(a-3)+2(a-3)= (а-3)(Ь + 2).
3) Метод выделения из трехчлена квадрата двучлена.
Например, разложим на множители следующий многочлен х2 -  6л -  7. 
Если к данному выражению прибавить и отнять число 9, то получим:
л2 -  6х - 7 = х2 -  6х-7  + 9 -9  = (х2 - 6х + 9 )-7 -9  = (л-3)2 -16. Далее раскла­
дываем как разность квадратов: (х-  3 -  4Х*-  3 + 4) = (х -  l \x  +1).
Несмотря на эффективность вышеуказанных методов, наиболее час­
то для преобразования многочленов используют тождества сокра­
щенного умножения. Приведем некоторые из них.
2. Разложение многочлена на множители.
3. Тождества сокращённого умножения.
1. а2-Ь 2 = {а- b\a + b)
2. (а-Ь J =a2-2ab + b2





4. (a -b f  = а3 -За2Ь + ЗаЬ2 -Ь3 = а3 -Ьъ -3 ab(a-b)
5. (а + bf = а3 + За2Ь + ЗаЬ2 + Ь2 = а3 + Ьъ + 3ab(a + b) куб суммы
6. a2 +b2 = (a + bf -  2ab
7. a2 +b2 -  (a- b)2 + 2 ab
сумма квадратов 
сумма квадратов 









10. (х + у  + а)1 = х 2 + у 2 + а 2 + 2ху + 2ах + 2ау






39. 12а2 -За2* 2
40. а 3 + а 2у  + 2ау2 + 2у3
41. 8а 3- с 36б
42. 6х2 + х -  2
43. 2хг + 3* +1
44. 2х4 + х 3 + 4х2 + х + 2 
Упростить:
50.fl + 2J^ - 
51




2 х - у  
- 2* + 4
45. а 2 -  2Ьс + 2ас -  аЪ
46. х3 -З х -2
47. х4 + 4
48. х4 + у* + г4 -  2хУ  -  г*2: 2 -  2у V  
4 9 * . ( х - у У +(у-=У+(=-хУ
2х + у  |
52.
53.
х - 2  х 3 + 8 2 - х
Сократить дробь:
а 4 -1 6 _______
а ' -  4а3 + 8а2 -  16а +16
Упростить:
1 4
8 х2 + Х + 6
- 4х + 4 4х + 8
54,
х + 4 * +  4 х +4х +4х 
2х 8
(х + 2 ) (х -2 ) х2- 4 х + 4 
gg х (х -2 )  х 2 + х  + 6
х 3 + 2 х 2
56.
57.
4(х + 2) 4х + 8
а -46_______ а -96 б '2




а  -1  
2 а 
6 - с а - 6
(а -  б)(а -  с) (б -  с)(б -  а) (с -  а)(с -  б)
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Тема№4.
1. Линейные уравнения с одной переменной.
2. Квадратные уравнения, методы их решения, формула корней 
квадратного уравнения.
1. Линейные уравнения с одной переменной.
Это уравнения вида: ах + Ь = 0, где а *  0, л -  неизвестное. Данное
, Ьуравнения имеет решение: ах = - Ь ,  х = ------корень уравнения.
а
Корнем или решением уравнения называется значение переменной, 
обращающее уравнение в истинное равенство. Решить уравнение -  
значит найти множество его корней. Множество всех *, при которых 
уравнение имеет смысл, называется областью определения уравнения. 
Равносильными (эквивалентными) называются два или несколько 
уравнений, если каждое решение (корень) одного из уравнений является 
решением (корнем) другого (нескольких) уравнения. Следовательно, 
равносильные уравнения имеют одно и то же множество решений, при­
надлежащих области определения этих уравнений. Например, уравне­
ния *2 -4  = 0 и (х + 2 ) - ( х -2 )= 0  равносильны; множество их решений: 
{2;-2}.
Приведем пример решения линейного уравнения с одной перемен­
ной:
3* -  5 = 10 -  2*
Зх + 2х = 10 + 5 
5* = 15 
х  = 3
Данное уравнение имеет только одно решения х=3.
Однако, в общем случае, линейное уравнение может иметь:
1. один корень: 2х = 2, jc = 1;
2. ни одного корня:
2х -  2х = 2 + 1 
0 • х = 3 -  нет решений;
3. бесконечное множество решений:
а х = а ,  если а = 0 
0 ч = 0 ,  х  — любое.
2. Квадратные уравнения, методы их решения, формула корней 
квадратного уравнения.
Квадратным уравнением называется уравнение вида ах1 +Ьх + с = 0 , 
где х -  переменная, а, Ь и с -  некоторые числа, причем, сфО. Числа а, Ь и
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с -  коэффициенты квадратного уравнения. Число а называют первым 
коэффициентом, b -  вторым коэффициентом и с -  свободным членом. 
Если а,Ь,сФ 0, то уравнение полное. Если хотя бы один из-коэффициен­
тов равен нулю, то уравнение называется неполным квадратным урав­
нением. Приведем примеры неполных квадратных уравнений.
1. Если Ь = 0,с = 0, тогда уравнения принимает вид: ах1 = 0. Это неполное 
квадратное уравнение. Его решением будет один корень х = 0.
2. Если 6 = 0, тогда уравнения принимает вид: ахг + с = 0. Это также не­
полное квадратное уравнение. Его решение будет иметь вид:
Если с и а -  разных знаков, то уравнение имеет два корня. Если а и с -  
одинаковых знаков, то уравнение не имеет ни одного действительного 
корня (в таких случаях корнями уравнения будут комплексные числа).
З.Если с = 0, тогда получим уравнения вида: ах- + to = О или х{ах + ь)= о. 
Данное неполное квадратное уравнение будет иметь следующее реше­
ние:
X] = 0
ах + Ь = О
х, = 0
Ь, т. е. имеет два корня.
Методы решения квадратного уравнения.
Одним из методов решения квадратного уравнения является метод 
выделения полного квадрата двучлена (уже рассматривался ранее). 
Например, решим полное квадратное уравнение хг -  4х-5 -  0.
Если в левой части уравнения добавить и отнять 22, то часть слагае­
мых образует квадрат разности:
х 2 - 4х - 5 = х 2 -  2-2х + 2г - 22 - 5  = (х2 - 2 - 2х + 22) - 2 2 - 5  = (х - 2 ) г - З2. 
Раскладываем полученное выражение как разность квадратов
а 2 - Ь 2 = ( а -  b \a  + Ь):
( х - 2 - З Х х - 2  + 3 )= 0  
(х -  5Хх +1) = 0 
х, =5; х2 = -1
Таким образом, решением уравнения будут два действительных 
корня. Однако решение квадратных уравнений выделением квадрата 
двучлена часто приводит к громоздким преобразованиям. Поэтому чаще 
всего решают уравнение в общем виде, применяя формулу корней квад­
ратного уравнения.
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Формула корней квадратного уравнения.
В общем случае квадратное уравнение ах2 + Ьх + с имеет решение:
* = -b ± -J b ^ 4ac_ иди = уЬ±-Л5 , где D - b 1-  4 ас -  дискриминант.
уг 2а 2 а
Далее возможны три случая:
1. D > 0, тогда уравнение имеет два действительных корня:
- ь+J dх, , = ----------
12 2 а
2 D = 0, тогда уравнение имеет два одинаковых действительных корня:
ЪX, = X, = -----
1 3 2 а
3. D < 0 - уравнение не имеет действительных корней.
Примечание:
1) Иногда квадратное уравнение имеет вид х 2 +px + q = 0 и называется 
приведенным, оно не содержит коэффициента а. Тогда его решение вы­
глядит несколько по-другому: ______
* 1.2
2) Уравнения вида ах4 + to2 + с = 0 называются биквадратными. С 
помощью замены переменной х2 = у  оно приводится к стандартному 
квадратному уравнению вида ay1 + by + с = 0 и далее решается по форму­
ле для корней обычного квадратного уравнения.
Решим несколько квадратных уравнений:
Пример 1. 12х2 + 7х + 1 = О
D = 72 _4.12• 1 = 1, DyO,  следовательно, уравнение будет иметь два дей­
ствительных корня:
-7  + VTх. = ---------
1 24
——— . Ответ: х, х2 = - -
24 1 з ’ 2 4
Пример 2. х2 -  12х + 36 = 0.
D = ( - 12)3 -4• 1 • 36 = 0, следовательно, уравнение будет иметь два одина­
ковых действительных корня:




59 6 0 . 4 ^ - 4 ^ = ^ -
х + 5 х + 5 У2 - 5 у  2 у 2 - \0 у  2 у2 - 5 0
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Решить уравнения:
61. Зл2 -  6 х -5  = О
62. л2 + 4л -  5 = О
63. л - 4
л2 + 2л
64. 9л2 + 6л + 1 = О
65. 5у 2 -  6 у  + 1 = О
66. 9л4 -37л2 + 4 = 0
Тема №5.
1. Теорема Виета
2. Разложение квадратного трехчлена на множители.
3. Дробные рациональные уравнения.
1. Теорема Виета.
Теорема: если квадратное уравнение ах2 + Ьх + с = 0 имеет действитель-
Ъ сные корни, то их сумма равна — , а произведение равно —.
Ъ с
х, +л2 = ----, л, -л2 = — .
а а
Обратная теорема: если сумма каких-либо двух чисел л, и хг равна
L ^
—  а их произведение равно —, то эти числа являются корнями квад- 
а а
ратного уравнения ах1 + Ьх + с = 0.
Например, найдем сумму и произведение корней уравнения
Зл2 -5 л  + 2 = 0.
По теореме Виета, л. + л2 = -  —, л, л2 = —. Значит, сумма корней данного
а а
уравнения равна л, + л2 = —j- = ^ . Произведение корней данного урав-
2нения равно л, • л2 = —. Проверим правильность решения другим спосо­
бом, используя формулу для корней квадратного уравнения. Корни это­
го уравнения будут равны:
5 ± л/25 -4-3-2 5 ± 1 , 2
Xi2=— п — = ~ё~ =
2 5Следовательно, их сумма равна л, + л2 = 1 + -  = - ,  а произведение равно
2__
3 ~ 3 '
2. Разложение квадратного трёхчлена на множители.
На практике очень удобно использовать следующее правило:
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1. Если jс, и х2 корни (действительные) квадратного трёхчлена
ах2 +Ьх +с (а это значит, что D>0), то этот трёхчлен можно представить
в виде:
ах1 + Ьх + с — а(х -  х, X* -  х2) .
2. Если дискриминант квадратного трёхчлена равен нулю D=0, то 
этот трёхчлен можно представить в виде: ах2 + Ьх + с = а ( х - х , ) 2
(х = х, = х 2), где х, - корень уравнения ах2 + Ьх + с = 0 .
Это значит, что, зная корни квадратного уравнения, любой квадрат­
ный трёхчлен можно разложить на линейные множители.
Например, разложим на множители следующий трехчлен: 2х2 -  х-15. 
Найдем корни квадратного уравнения: 2х2 -х -1 5  = 0.
-(-1)± л/С-1)2-4-2-(-15) 1±11.
2-2 х, = 3 , х 2 = -2 ,5 .
Следовательно, разложение данного трехчлена на множители имеет 
вид:
2х2 -  х -1 5  = 2(х -  ЗХ* + 2,5).
Задания для решения:
67. Составить приведённое квадратное уравнение, корни которого х, =2,
х2 =3.
68. Найти р , если сумма корней уравнения х2 + рх  + 3 = 0 равна 10.
69. Разложить на множители
а) 5х2 + З х -8 ;
б) х2 -8 х  + 15;
в) Зх2 -  12х + 12 .
70. Упростить выражение 
2х2 -5 х +  2
4 - х 2
71. Пусть х = 2 -  корень квадратного трёхчлена 4х2-14x + q. Найти q и 
разложить трёхчлен на множители.
3. Дробные рациональные уравнения.
Уравнения, в которых левая и правая части являются рациональными 
выражениями, называют рациональными уравнениями. Рациональное 
уравнение, в котором и левая и правая части являются целыми выраже­
ниями, называют целыми. Рациональное уравнение, в котором левая 
или правая части являются дробными выражениями, называют дроб­
ным. Так, уравнение 2х + 5 = 3 (8 -х ) -  целое, а х - -  = -Зх  + 19 или
х - 4  х - 9
2х + 1 х 
уравнений.
-  дробные уравнения. Рассмотрим примеры решений таких
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6'1) Решим целое уравнение:
Для этого умножим обе части уравнения на наименьший общий знаме­
натель входящих в него дробей, т.е. число 6. Получим уравнение, рав­
носильное данному, но не содержащее дробей: 3(х- 1)+ 4х = 5. Решив его, 
найдём, что х = 1,5.
2) Решим дробное рациональное уравнение
х — 3 1 х + 5- _
х  - 5  х х ( х - 5 У 0 )
По аналогии с предыдущим примером, умножим обе части уравнения 
на общий знаменатель дробей, т.е. на выражение х(х -  5). Получим целое 
уравнение:
х(х- 3)+ х-5  = х + 5 (2)
Понятно, что каждый корень уравнения (1) является корнем уравнения 
(2). Но уравнение (2) может быть не равносильно исходному (1), так как 
мы умножили обе его части не на число, отличное от нуля, а на выраже­
ние, содержащее переменную, которая может обращаться в нуль. По­
этому не каждый корень уравнения (2) обязательно окажется корнем 
уравнения (1). Упростив уравнение (2) получим квадратное уравнение: 
х1 — 3jc —10 = 0. Его корни -  числа -2  и 5. Проверим, являются ли числа -  
2 и 5 корнями уравнения (1). При х = -2 общий знаменатель х(х -  5) не 
обращается в нуль. Значит, число -2  является корнем уравнения (1).
х  — 3При х=5  общий знаменатель обращается в нуль и выражения ------  и
х-5
- * + 5 . теряют смысл. Поэтому число 5 не является корнем уравнения
х(х-5)
(1). Следовательно, корнем уравнения (1) служит только число —2.
Таким образом, чтобы решить дробное уравнение нужно:
1) Найти общий знаменатель дробей, входящих в уравнение.
2) Умножить обе части уравнения на общий знаменатель.
3) Решить получившееся целое уравнение.




2^ х + 1 4х + 1 _ 10
2х2 -З х  4х2 + 6х 4х2 - 9  
а х - b  bx + а а 2 + Ь2 
а + b a - b  а - Ь
74*. — -—  +  1 = ----- ------
9х2 -1  Зх2 -  х  9х 2- 6 х + 1
75. (v х + а ) = а -  л/х
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Тема №6.
1. Системы уравнений первой и второй степени.
2. Способы решения систем линейных уравнений: подстановки и 
алгебраического сложения.
1. Системы уравнений первой и второй степени.
Совокупность уравнений с несколькими неизвестными называют 
системой уравнений. Системы уравнений бывают первой и второй сте­
пени (и не только). Системы уравнений первой степени (линейные 
системы уравнений) -  это системы вида:
(1)i
\a2x + b2y  = с2
где х ,у  — переменные в первой степени, a l,a 2,bl,b1,c i,c1 -  постоянные 
коэффициенты. Системы уравнений второй степени — это система 
двух уравнений с двумя неизвестными, в которой оба уравнения второй 
степени (переменные х  и у  во второй степени) или одно уравнение вто­
рой, а другое — первой степени. Например:
(Зх2 + у 2 = 12 (х + у  = 9 j x 2 ~3х = 8 
[7лу = 5 |х у -5 х  = 0 (х — у 2 = I
Решить систему уравнений, значит найти множество всех общих 
для обоих уравнений решений.
Две системы уравнений называются равносильными (эквивалент­
ными, при сокращении используется знак о ), если все решения каждой 
из них являются и решением другой (множества решений совпадают), 
или если обе системы не имеют решений. Система называется несовме­
стной, если входящие в неё уравнения не имеют общих решений. На­
пример, несовместной является следующая система уравнений:
[ З х - 4 у  =  12 
[3 * -4 у  = 18'
Система называется неопределённой, если входящие в неё урав­
нения имеют бесконечное множество решений. Например:
(7х + 6у = -42  
|3,5х + 3у = -21
Примечание. Не решая системы линейных уравнений, можно су­
дить о числе ее решений по коэффициентам при соответствующих пе­
ременных. Рассмотрим систему линейных уравнений (1). Если 
а , !аг ф Ьх/Ь2, т. е. коэффициенты при х  и у  не пропорциональны, то сис­
тема имеет единственное решение. Это решение графически иллюстри­
руется как точка пересечения двух прямых а,х + b y  = с, и а2х  + Ь2у  = с2 
(рис. 1). Если бг, / аг = Л, !Ьг ф сх / с 2, то система решений не имеет. В этом
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случае прямые, служащие графиками уравнений системы, являются па­
раллельными и не совпадающими друг с другом (рис. 2). Если 
а, / аг = Ь, / Ь2 = с, / с2, то система имеет бесконечное множество решений. 
В этом случае прямые параллельны и совпадают друг с другом (рис. 3).
Система уравнений второй степени 
может быть представлена в виде двух гра­
фиков -  две параболы или парабола и пря­
мая. Например, для системы уравнений
У С1Х графическое решение имеет вид, 
у  = -Ьх -  с
показанный на рисунке 4.
2. Способы решения систем уравнений: подстановки и 
алгебраического сложения.
Способ алгебраического сложения.
Основной задачей данного способа является исключение одной из 
переменных, входящих в систему, путем умножения коэффициентов 
при переменных на соответствующий множитель и сложения уравнений 
системы. Рассмотрим пример. Пусть дана система линейных уравнений:
Ах + 5у -  31 
Зх -  2у  = 6 (2)
Для решения этой системы применим способы алгебраического 
сложения. Сделаем так, чтобы коэффициенты при одной из переменных 
(например, х) в данных уравнениях были равны и противоположны. 
Для этого умножим первое уравнение на 3, а второе на -  4:
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4х + 5у = 3 1(-3) Г12х + 15у = 93
3jc -  2.v = 6(-(-4)) ^  12x + 8y = -24 (3)
Полученные уравнения будут равносильны первоначальным, а пото­
му и система (3) будет равносильна исходной системе (2). Сложив урав­
нения системы (3), получим уравнение с одним неизвестным 23у = 69. 
Добавим к этому уравнению одно из уравнений системы (2) (обычно 
самое простое) и получим систему (4), равносильную (3):
^  = 69 . (4)
З х - 2 у  = 6 V ’
Далее найденное значение неизвестного у  подставим во второе 
уравнение системы (4) и решим её:
>  = 3 1> = 3
Здг -  2у  = 6 [х  = 4
Следовательно, решением системы линейных уравнений (2) явля­
ется пара чисел: х = 4; у  = 3 . Эти числа представляют собой точку с ко­
ординатами (4; 3). Способ алгебраического сложения выгодно приме­
нять тогда, когда коэффициенты при одном из неизвестных противопо­
ложны или равны.
Способ подстановки.
Целью данного способа является выражение одной из переменных 
через другую (например, из первого уравнения) и подстановка этой пе­
ременной во второе уравнение. Рассмотрим систему:
[8 х -5 у  = -16 
[10х + 3у = 17 '
Выразим у  через х  из первого уравнения: у  = 8л:* 16 . Но во вто­
ром уравнении у  означает ту же величину, что и первом, поэтому мо­
жем подставить полученное значение у  во второе уравнение: 
. 8х +16
10х + 3- = 17. Получим уравнение первой степени с одним неизвест­
ным, из которого найдём, что х = 0,5. Теперь найдём значение другого 
8х+16 ~неизвестного: у  = ---------= 4 . То есть, получаем следующую последова­
тельность действии:
8 х -5 у  = -16 J у  = 
10х + Зу = 17 <_>
8х + 16
5 <=>
10х + Зу = 17
8х + 16
1П ,  8х + 16 10х + 3 ---------= 17
8х + 16
\х = 0,5
У = 4 
х  = 0,5
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Способ подстановки выгодно применять тогда, когда коэффици­
ент при одном из неизвестных в одном из уравнений равен 1. Вообще 
для решения систем линейных уравнений применяют любой из данных 




76. 5х + у  = 7 
2х -  Зу = -4
77. 2х -  у  = 1 




|2 х  + Зу = 4 
[бх + 9у = 2 
[х + ау = 1 
[ах -  3 ау = 2а + 3
2х2 -х у  + Зу2 -  7 х -  12у + 1 = 0 
х - у + 1 = 0
81.
82.
|х 2 + у 2 +х + у  = 18 
[х2 - у 2 + х -у  = 6
р у 3=8
[х ’у 2 = 4
+ >^ )2 - 2(х + у)=  !5
W = 6
84. х - у  = 5 
ху = 14
Тема № 7.
1. Понятие функции и способы ее задания.
2. Свойства функции: монотонность, периодичность, четность, 
корни функции.
3. Линейная функция.
4. Функция у = к / х  и её график.
5. Квадратичная функция.
6. Обратные функции.
1. Понятие функции и способы ее задания.
х У х У
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Функцией называется отношение /  между множествами X и У, 
при котором каждому элементу хе X соответствует единственный 
элемент у е Y. При этом используется запись у = /(* ) . Множество X на­
зывается областью определения D(f) функции, а множество Y — 
множеством £ ( /)  значений функции. Другими словами, если каждо­
му значению х из некоторого множества действительных чисел постав­
лено в соответствии по определённому правилу не более одного числа 
у , то говорят, что на этом множестве задана функция от переменной х , 
и записывают у = fix).  Функцию называют также отображением множе­
ства £>(/) на множество £ (/)  (рис. 5).
Примечание: Для того, чтобы данное мно­
жество являлось графиком функции* необхо­
димо и достаточно, чтобы прямая, парал­
лельная оси оу, пересекалась с указанным 
графиком не более, чем в одной точке. На­
пример, данная на рисунке 6 графическая за­
висимость, не является функцией, т. к. одно­
му элементу из множества X соответствует 
более одного элемента из множества Y.
Способы задания функции.
Функция может быть задана:
1. Формулой, т.е. аналитически. Например,
(х, если х < О
у -  х1, у = sin х или У = \ и т.д.
|ус , если х > О
2. Таблицей:
X 2 2,5 3 3,5 4 4,1
У 3 4 5 7 7,5 8
3. С помощью графика.
Графиком функции у = f(x) называется изображение на координатной 
плоскости множества пар (х, у) (рис. 7).
Рис. 7
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2. Свойства функции: четность, монотонность, периодичность,
корни функции.
Четность функции.
Функция / О )  называется чётной, если /(-*) = / О )  для любого х 
из области определения функция. График чётной функции симметричен 
относительно оси ординат. (Область определения симметрична относи­
тельно оси ординат). Например, у  = х 1 (рис. 8):
Я-1) = (-1)2=1| 
у(1) = 12 =1 J ’ у(-1) = уО).
Приведем примеры чётных функций:
у  = х 2 + 3, у  = —3jc2 +1 , у - \ х \ ,  у  = cosx, у  = 4 , у  = —----- .X - X
Функция называется нечётной, если /(-* ) = -/(*)■ График нечёт­
ной функции симметричен относительно начала координат. Например,
у  = х ъ (рис. 9):
у ( - 1) = ( - 1)3= -1
=> у(-1) = -уО) •
у(1) = 1 = 1
Приведем примеры нечётных функций:
у  = X + X, у  =
х2+1
, sin х, tgx, ctgx и Т.Д.
Монотонность функции.
Функцию f(x) называют монотонно возрастающей на данном 
числовом промежутке, если большему значению аргумента х соответ­
ствует большее значение функции /(* ), т.е. если хг > хх => f (x2)> /(*,) 
для любых х из данного промежутка. Функцию f(x) называют моно­
тонно убывающей на данном числовом промежутке, если большему 
значению аргумента * соответствует меньшее значение функции f (x) , 
т.е. если х2 > хх => f(x2)< /(*,)
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Функция, только возрастающей! или только убывающая на данном 
числовом промежутке, называется монотонной на этом промежутке. 
Например, функция у  = х 2 на промежутке (-оо;0) монотонно убывает,
так как при -2  и х2= -1 получаем следующие соотношения:
Пх') = / ( - 2) = (- 2)2 = 4 т.е. если т2 > *, => / ( , 2) < /(* ,).
Д*2) = /(~1) = (1)2=1
Эта же функция у  = х2 на промежутке (0;+оо) монотонно возрастает, так 
как при x i=  1 и х2= 2 получаем следующие соотношения:
/(*,) = /(!) = ! =1 
f ( xi) ~ /(2 )  = 22 = 4
т.е. если х2 >т, => f ( x 2) > /( * ,) .
О монотонности функции можно также судить и по ее графику. 
Например, функция у  = х 2 имеет вид, показанный на рисунке 8. Функ­
ция, график которой изображен на рисунке 9, монотонно возрастает при 
всех значениях х.
Периодичность функции.
Функция /  называется периодической, если существует такое 
число Т * 0, что при любых х из области определения функции чйсла 
х - Т  и х + Т также принадлежат этой области и выполняется равенство 
/ (х - Т )  = f (x )  = f ( x  + T).  В этом случае Т называется периодом функции.
Если Т -  период функции, то Т п,  где neZ  — также период функ­
ции. Следовательно, всякая периодическая функция имеет бесконечное 
множество периодов. Но на практике обычно рассматривают наимень­
ший положительный период. Значение периодической функции через 
промежуток, равный периоду, повторяются. Это обстоятельство исполь­
зуется при построении графиков. Примерами периодических функций 
являются функции sin х, cos х, tgx, ctgx.
Промежутки знакопостоянства и корни функции.
Промежутки, на которых функция со­
храняет свой знак (т.е. остаётся положи­
тельной или отрицательной), называются 
промежутками знакопостоянства функ­
ции.
О промежутках знакопостоянства легко су­
дить по графику функции. Рассмотрим, на­
пример, функцию у  = х (рис. 10). При х < 0  
функция принимает только отрицательные
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значения, т. е. при *<е (-°о;0) f(x)<0, график 
функции расположен ниже оси абсцисс Ох.
При х>0 данная функция принимает только 
положительные значения, т. е. при * <= (0,+оо) 
f(x)>0, график функции расположен выше 
оси абсцисс Ох. Значения аргумента х, при 
которых f(x) = О называют корнями (или 
нулями) функции. Корни функции -  это гео­
метрические места точек пересечения 
графика функции с осью Ох. На рисунке 11 




Это функция, заданная формулой y = kx + b, где к, Ь -  некоторые 
числа. Область определения линейной функции -  вся числовая ось 
(— оо;оо). График представляет собой прямую линию, для построения ко­
торой достаточно двух точек. Коэффициент к характеризует угол, кото­
рый образует прямая с положительным направлением оси Ох. поэтому 
к называется угловым коэффициентом. Рассмотрим несколько видов 
линейной функции: у .,
1. Если £=0,тогда функция имеет вид у=Ь.
График функции представляет собой прямую ли­
нию, параллельную оси абсцисс и проходящую ____ ____________
через точку 6 на оси ординат (рис. 12).
2. кф0, 6=0, (к>0, к<0). Тогда функция имеет в и д _____________ ____
у = ±кх. График -  прямая линия, расположенная °  *
под наклоном к оси абсцисс и проходящая через рис ^
центр системы координат (рис. 13, 14).
4. кф0, ЬфО, (к>0, к<0, 6>0, 6<0). В этом случае функция имеет вид 
у = ±кх ± Ь. Г рафик -  также прямая линия, расположенная под наклоном 
к оси абсцисс, но не проходящая через центр системы координат, а про­
ходящая через точку ±Ь на оси ординат (рис. 15, 16).
Рис. 13 Рис. 14
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4. Функция у = к/х и её график.
Данная функция называется обратной пропорциональностью и
кимеет виду = - ,  где к * 0 есть коэффициент пропорциональности. Обла-
X
стью определения данной функции является множество всех чисел, от­
личных от нуля: зге (-оо;0)и(0;со). График функции -  гипербола, состоя­
щая из двух ветвей, симметричных относительно начала координат. Ес­
ли * > 0, то ветви гиперболы расположены в I и III четвертях (рис. 17). 
Если к < 0, то -  во II и IV четвертях (рис. 18).
Рис. 17 Рис. 18
5. Квадратичная функция.
Квадратичной называется функция, заданная формулой 
у  = ах2 + Ьх + с ,  где у ,х  - переменные, а,Ь,с - заданные числа, причем 
а ф 0. Областью определения является множество всех действительных 
чисел R. Г рафиком является парабола -  кривая, симметричная относи­
тельно прямой х = -Ы(2а), проходящей через вершину параболы (вер­
шиной параболы называется точка пересечения параболы с её осью
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симметрии). Координаты вершины параболы определяются по форму­
лам: х0 = - Ы 2 а ,  у 0 = f(x0) = (4ас -  Ь2) / 4 а , или с помощью метода выделе­
ния полного квадрата (пример рассмотрен ниже).
Существует несколько вариантов квадратичной функции в зави­
симости от знака и значений постоянных коэффициентов а, Ь,с:
1. Если Ь,с = 0, то квадратичная функция принимает вид: у  = ах2. Гра­
фиком такой функции является парабола, вершина которой проходит 
через центр системы координат, а ветви ее направлены вверх, если а>О 
(рис. 19), и вниз, если а<0 (рис. 20).
2. Если 6 = 0, тогда функция принимает вид: у = ах2 + с . В данном случае 
парабола смещается по оси ординат вверх, если е>0 и вниз, если с<0 
(рис. 21,22).
3. Если ни один из коэффициентов не равен нулю, тогда функция при­
нимает полный вид у = ах2 +Ьх + с . Графиком функции также является 
парабола, у которой ветви будут направлены либо вверх (а>0), либо 
вниз (а<0). Пересечение с осью ординат будет в точке с координатами 
(х=0, у-с), и появится смещение вправо или влево по оси абсцисс в за­
висимости от соотношения коэффициентов а, в, с. Некоторые примеры 
таких парабол показаны на рисунке 23.
Рис. 21 Рис. 22 Рис. 23
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При построении графика квадратичной функции можно применять 
два метода: метод выделения полного квадрата и построение графи­
ка по характерным точкам. Рассмотрим оба способа на конкретном 
примере. Построим график функции у  = Зх2 + Ш  +10 двумя способами.
Метод выделения полного квадрата.
Квадратичную функцию у  = ах1 + Ъх + с всегда можно привести к 
виду у  = а(х + к)2 + р ,  где (г + /г)2есть полный квадрат двучлена, и затем 
построить её график с помощью геометрических преобразований. Вы­
делим полный квадрат из данной функции:
у  = Зх2 + 12jc-t-10 = 3(х2 + 4х) +10 = 3(х2 + 4х + 4) -12 +10 = 3(х + 2)2 -2 .
Дальнейшая последовательность действий такова: сначала строим 
график функции у  = Зх2 . Затем, используя параллельный перенос, сме­
щаем параболу по оси абсцисс влево на -2  (так как в квадрате двучлена 
второе слагаемое +2, его нужно взять с противоположным знаком). 
Опускаем график функции у  = з(х + 2)2 вниз по оси ординат на -2 , так 
как коэффициент с в новой функции равен -2  (аналогично пункту 2). В 
результате получаем график-параболу функции у  = 3х2 + 12.x+ 10 с вер­
шиной в точке (—2;—2) (рис. 24).
Метод построения графика по характерным точкам.
Характерными точками для построения графика любой функции 
являются следующие точки: корни функции (или точки пересечения 
графика функции с осью абсцисс Ох), точки пересечения графика функ­
ции с осью ординат Оу и вершина параболы исследуемой квадратичной 
функции.
Найдем характерные точки для предложенной ранее функции
у  = Зх2 + 12х + 10.
1) Точки пересечения графика функции с осью Ох
(у=0):
Зх2 + 12х + 10 = 0
-12±л/122 -4-3-10  -12 ±л/24 -12  + 4,9
Х'-2 ~ 6 6 “ 6
х, а -1,8 х2 ~ -2,8
Получили ТОЧКИ (-1,8; 0) и (-2,8; 0).
2) Точки пересечения графика функции с осью Оу, 
(х = 0): у(0) = 3-02+12-0 + 10 = 10.Рис. 24
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Получили точку (0,10).
3) Ветви параболы направлены вверх, так как а=3>0.
4) Вершину параболы можно найти по формулам:
*0 = - ^ - ;  Уо = / ( х 0) = (4 а с -6 2) /4 а .2 а
Для предложенной функции * = 12, а = 3. Следовательно,
* 12 „ „
х0 = -----= —  = -2 . Подставим найденное значение для х0 в выражение
2 а 2-3
для функции и получим: у а = /(х 0) = 3(-2)2 + 12(-2) + 10 = 12-24 + 10 = -2. 
Таким образом, вершина параболы имеет координаты (—2;—2). После то­
го, как все характерные точки найдены, можно строить график функции 
по этим точкам (рис.24).
Примечание. При построении графиков функций вида у  = ах2+Ьх = с 
можно применить любой из описанных способов. В дальнейшем для по­
строения графиков функций будут использованы и другие характерные 
точки, которые будут изучены в разделе «Исследование функции с по­
мощью производной».
6. Обратные (взаимно обратные) функции.
В ходе исследования различных функций мы неоднократно реша­
ли задачу вычисления значения функции у  = f ( x )  по известному значе­
нию аргумента х0. Часто приходится рассматривать и обратную задачу: 
найти значения аргумента, при которых функция /  принимает данное 
значение уо- Пусть функция у  = f ( x )  монотонна в своей области опреде­
ления D ( f ) . Тогда каждому х е D ( f )  соответствует единственный 
у  е E { f )  и обратно, каждое значение у  е E ( f )  соответствует единствен­
ному хе£)(/) .Такую функцию, принимающую каждое свое значение в 
единственной точке области определения называют обратимой. В этом 
случае можно построить новую функцию g, имеющую область опреде­
ления E ( f )  и область значений D(f) , такую, что каждому у  е E ( f )  ста­
вится в соответствии х е £>(/), удовлетворяющую уравнению g(y) = х . 
Эта функция g(y) = x  называется обратной для функции у  = f ( x ) . 
Сформулируем данное определение короче: функцию g, которая в каж­
дой точке х области значений обратимой функции /  принимает такое 
значение у, что g(y) = х , называют обратной к функции/
Приведем алгоритм нахождения обратной функции на кон­
кретном примере. Найдём обратную функцию для функции у  = х г , за­
данную на промежутке}-оо;0].
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1) На этом промежутке функция монотонно убы­
вает и принимает все значения из множества 
[0;+оо[. Следовательно, для данной функции суще­
ствует обратная.
2) Из уравнения у  = х2 выражаем х и находим, 
что:
или x = —Jy (это и будет новая функция 
g). Так как переменная может принимать только 
неположительные значения, то искомая обратная 
функция имеет вид х = -J y  .
3) Поменяв обозначения х  на у  и у  на х, получим формулу: у  = -4х  , 
где jc > о, с помощью которой и задаётся обратная функция.
Если же рассматривать функцию у  = х 2 на промежутке [0;со[, то 
обратной для неё будет функция у = 4х , где х>0  (рис. 25).
Таким образом, для нахождения функции, обратной данной 
у  = f(x), необходимо:
1) Определить, является ли данная функция обратимой.
2) Выразить х через у : х =  g(y) .
3) Записать полученную функцию в общепринятой форме у  = g(x)  
(поменять местами х и у).
Примечание: Отметим, что если функция у  = f (x)  и у  = g(x) являются 
взаимно обратными, то область определения функции /  совпадает с 
множеством значений функции g и, наоборот, область определения 
функции g - с множеством значений функции / ,  т.е. D{f) = E(g) и 
D(g) = £ ( /) .  Графики взаимообратных функций симметричны относи­
тельно прямой у  = х. Примеры некоторых взаимнообратных функций 




Найти область определения функций:
85. у = - г '-----
х г -Ъх  + 2
86. у  = л /4 -* 2
87. у =
88. Доказать, что функция f { x )  - — четная.
89. Доказать, что функция / ( х) = х + ---- нечётная.
90. Нарисовать эскиз графика любой функции, которая:
а) возрастает на интервале и убывает на интервале [2;со);
б) возрастает на промежутках ( - оо;- 2] и [од], и убывает на 
интервалах [-2;0] и [1; со).
91. Построить графики функций:
и) у = -2 /(х -1)а) у  = -2(х  -  1)(х + 3) д) у  = х 2~ х
fx, если х  < 0
б) У =) 2 п е) у = х 2 + х\х , если х > 0
х Г1. если х > 0
в) У = \ . п ж) у = х - х 2[ - 1, если х  < 0
г) у  -  - 2 х 2 +4х + 1 з) у  = - 2 / х
92. В каких координатных углах расположен график функции?
а) у = -6/х
б) у = 4/х
93. Вывести формулу, задающую функцию g, обратную к данной
функции /:
а) /(л-) = 2* + 1 г) А х )  = - ' - х - 1
б) / ( * )  = - 2х + 1 д) / ( * )  = х  + 2
в) т Л х- 1 е) / ( * )  = - - •X
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Тема №8.
1. Степенная функция с целым положительным показателем
(neZ+).
2. Степенная функция с целым отрицательным показателем neZ_.
3. Степенная функция с дробным положительным показателем
4. Показательная функция, её свойства и график.
5. Показательные уравнения.
Степенная функция -  это функция вида у = х", где п может быть:
1) целым положительным числом; 2) целым отрицательным числом; 3) 
дробным положительным числом. Рассмотрим все возможные варианты 
функции у = х”.
1. Степенная функция с целым положительным показателем
Область определения данной функции -  множество R всех дейст­
вительных чисел. При любом п график проходит через начало коорди­
нат и через точку (1; 1).
а) Если п -  четное число (и=2, 4, 6,...), то функция является четной и 
ось Оу служит осью симметрии графика. Например, при п = 2 функция 
имеет вид уже упоминавшейся раньше квадратичной функции у  = х2. Ее 
графиком будет парабола (рис. 27). При возрастании п парабола будет 
приобретать все большую крутизну (рис. 28).
б) Если п -  нечетное число (я = 3,5,7...), то функция является нечетной и 
начало координат служит центром симметрии графика. Например, при 
п=3 получим функцию у = х%. Графиком ее будет кубическая парабола
у = х", (rnsZJ.
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(рис. 29). При возрастании п кубическая парабола будет также приобре­
тать все большую крутизну (рис. 30).
в) Если п = 1, тогда степенная функция имеет вид у  = х' = х.  Графиком 
будет являться прямая линия у  = х , изображенная на рисунке 31.
г) Если п = 0, тогда степенная функция приобретает вид: у = х° - 1. Гра­
фиком функции будет прямая у = 1, из которой удалена точка (0;1), по­
скольку область определения этой функции -  множество всех действи­
тельных чисел, кроме нуля (рис. 32).




Рис. 31 РИС. 32
2. Степенная функция с целым отрицательным показателем,
n e Z _ ,  у  = х~".
Область определения степенной функции с целым отрицательным 
показателем -  множество всех действительных чисел, кроме нуля, т.е.
D(f)  е Ь со; 0[и]0 ;+о°[.
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а) Если п -  четное число (л = -2,-4,-6...), то
функция является четной и ось Оу является осью 
симметрии графика. Например, при л = -2, функ­
ция имеет вид: у  = х~2 = - г . График данной
х
функции изображен на рисунке 33. При других 
четных п графики функций выглядят аналогично 
и располагаются в 1 и 2 координатных четвер­
тях.
б) Если п -  нечётное (л = -1,-3,-5...), то функция 
является нечётной и её график симметричен от­
носительно начала координат. Например, если
л = -1, тогда функция имеет вид: у  -  х = —. Гра-X
фиком такой функции будет гипербола (рис. 34). 
При других нечетных л графики функций вы­
глядят аналогично, т. е. также являются гипер­
болами, расположенными в I и III координатных 
четвертях.
Рис. 34
3. Степенная функция с дробным положительным показателем,
j
у  = х" = хк, (л = —, к > 1, к е N)  или у  = \[х . 
к
1) Область определения данной функции: [0;+°о[.
2) Множеством значений ее также является луч [0;+оо[
3) Функция является монотонно возрастающей на всей области 
определения и у  = К[х будет обратной для функции у  = хк.
Этим свойством можно воспользоваться для построения графика функ­
ции у  = \ [х ,  где х е  [0;+оо[, к s N, (к > 1) (графики взаимообратных
Рис. 35 Рис. 36
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функций симметричны относительно прямой у = х). Например, график 
функции у = 4х симметричен графику у  = х2 относительно прямой у = х 
(рис. 35). Значение функции равно нулю только при * = 0.
4) Г рафики функций у = Vx на интервале [0;+оо[ при различных к имеют 
вид изображенный на рис. 36 и все проходят через точку (1; 1), посколь­
ку лЯ = 1.
4. Показательная функция, её свойства и график.
Функция, заданная формулой у  = ак, где а -  некоторое положи­
тельное число, не равное единице, называется показательной.
Функция у = ак при а > 1 обладает следующими свойствами:
1) График функции имеет вид: см. рис. 37.
2) Область определения -  множество всех 
действительных чисел £>(/) е R .
3) Область значений -  множество всех по­
ложительных чисел E(f) е Rt .
4) Функция возрастает на всей области оп­
ределения.
5) При х = 0 значение функции равно 1.
6) Если х > 0, то а* > 1.
7) Если х < 0, то 0 < a r < 1.
Функция у = а* при 0 < а < 1 обладает следующими свойствами:
1) График функции имеет вид: рис. 38.
2) Область определения -  множество 
всех действительных чисел £>(/) е R.
3) Область значений -  множество всех 
положительных чисел E(f)eR+.
4) Функция убывает на всей области 
определения.
5) При х — 0 значение функции равно 1.
6) Если х > 0, то 0 < а” < 1.
7) Если х < 0, то ах > 1.
Примечание. При а = 1 функция у = а” 
постоянна, так как Г = 1 для любого 
рационального х.
5. Показательные уравнения.
Уравнение, содержащее переменную в показателе степени, назы­
вается показательным. Простейшим примером показательного уравне­
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ния служит уравнение а* = b , где а > 0, а * 1. Любое сложное показатель­
ное уравнение должно быть приведено к виду а/ы = а*'*’ и дальнейшее 
его решение' основано на том, что это уравнение равносильно уравне­
нию f(x) = g(x). Рассмотрим некоторые примеры решения показатель­
ных уравнений.
Пример №1. Решить уравнение З'145,7)1 = V9.
Первоначальной задачей при решении показательных уравнений 
является приведение обеих частей уравнения к одному основанию. 
Представим V9 как З2'7 и получим 3,!~<5,7)>г = З2'7. Таким образом, левая и 
правая части уравнения приведены к единому основанию (к виду 
а/м = а*м ). Следовательно, данное уравнение равносильно квадратному 
уравнению х 1 -(5 / 1)х = 2 / 7, откуда х, = -2/7; х2 = 1.
Пример № 2. Решить уравнение 6V+I + 35 ■ 6'4 = 71.
Заметим, что 6*+| = б2 ■ 6V_I = 36 ■ 6Г~'. Поэтому данное уравнение 
можно записать в виде 36-б'4 +35 б*"1 =71. Вынося за скобки общий 
множитель 6'~', получим 71 ■ 6'4 = 71, откуда б*'1 =1, х-1 = 0, х = 1. Это и 
есть решение данного уравнения.
Задания для решения:
Решить показательные уравнения:
94. 5х = 125 ;
(а > 0);
96. 4 г  - у [ у  =36; 104. 4' + 2х*' =80;
105. а(г-2К'-3) = \ , (а > 0);
99. V - I х- ' = 6;
100. 5'*1 - 5 V_I =24;
101.52л -5* -600 = 0;
107. У +9 Х~' -810 = 0.
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Тема №9.
1. Понятие логарифма. Свойства логарифмов.
2. Логарифмическая функция и её график.
3. Логарифмические уравнения.
1. Понятие логарифма. Свойства логарифмов.
Логарифмом числа Ь по основанию а (где а > 0, а ?- \) называ­
ется показатель степени, в которую надо возвести а, чтобы получить 
число Ь (а'°8-‘ = А) и обозначается символом logab. Поэтому равенство 
а'°‘-ь=Ь есть тождество, которое называют основным логарифмиче­
ским тождеством. Например: 3,п?)6 = 6; б'”8*7 = 7.
Кроме обычных логарифмов существуют десятичные (логариф­
мы по основанию 10) и натуральные логарифмы (логарифмы по осно­
ванию е (а = е = 2,7)). Для обозначения этих логарифмов принята не­
сколько другая запись: для десятичных логарифмов вместо logl0 b , где 
в -  произвольное положительное число, пишут lg Ь; для натуральных-  
вместо logеЬ пишут In*.
5. logo 1 = 0, так как а0 = 1;
6. logo а = 1, так как а' = а .
Примечание. Свойства 1 - 4  доказываются с помощью соответствую­
щих теорем (в данном пособии доказательства не приводятся).
1. Логарифмы существуют только для положительных чисел, т.е. loga Ы 
(где а > 0, а ф 1) существует, если IV > 0.
Основные свойства логарифмов:
1. log„ (х ■ у)  = logo х  + logo у;
3. logo x k = k -logo x ;
Частными случаями свойства №3 являются:
4. Формула перехода к новому основанию:
, , log b , log, 25log b = с , например: log5 25 = — ;
logc a log3 5
Дополнительны свойства логарифмов:
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2. При основании а > 1, логарифмы чисел N  > 1 положительны, а лога­
рифмы чисел 0 < N  < 1, например: log2 5 > 0,log3|^ j  < 0 ■
3. При основании 0<а<1 логарифмы чисел /V >1 отрицательны, а лога­
рифмы чисел 0 < N < 1 положительны.
Например: log^5<0, l o g ^ i j > 0 .
4. Равным положительным числам соответствуют и равные логарифмы, 
т.е. если Л', = А'; , то log„N, = log,, N2.
5. Если а>1, то большему числу соответствует и больший логарифм, 
т.е. если Nt > N2, то log,, Л', > log„ N2, например: log3 7 > log, 5.
6. Если О < а < 1, то большему числу соответствует меньший логарифм, 
т.е. если JV, > М,, то log„ А', < log„ N2. Например: log^ 9 < log^ 7.
Некоторые свойства десятичного логарифма:
Эти свойства вытекают из основных свойств для всех видов логариф­
мов.
1. Igl0"=/i; 2. Igl0“”=-n; 3. lglO = 1.
2. Логарифмическая функция и её график.
Так как показательная функция у  = ах, где а > 0, а ф 1, является мо­
нотонной (возрастающей при а> 1 и убывающей при 0<а<1),  то она 
имеет обратную функцию, область определения которой -  множество 
А, положительных чисел, а область значений -  множество R. Такую 
функцию называют логарифмической с основанием а и обозначают 
у  = log„ х. Чтобы найти эту функцию, нужно из формулы у  = ах выразить 
х через у  : х -  log„ у , а затем поменять обозначения х на у , а у  на г ; то­
гда получим у  -  Iog„х (см. тему № 7, п. 6).
Таким образом, логарифмическая и показательная функции явля­
ются при одном и том же основании взаимообратными функциями (т.е. 
у  = ах взаимообратная для у  = log,,*).
Свойства функции у  = log0 х при а > 1.
1) Область определения -  множество положи 
тельных чисел £>(/) = А,
2) Множество значений -  множество всех дей 
ствительных чисел £ (/)  = R
3) Функция возрастает во всей области опреде 
ления.
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4) При х = 1 получим logo х  = 0 .
5) При О < х < 1 получим logo х < 0 .
6) Если х  > 1, то logo х > О.
7) График функции >> = logojc при а>1 показан на рисунке 39.
Свойства функции у  -  loga х при 0 < а < 1.
1) Область определения положительных чи­
сел £>(/) = R,.
2) Область значений - множество всех дей­
ствительных чисел E(f) = R.
3) Функция убывает во всей области опре­
деления.
4) При х  = 1 получим loga х = 0.
5) При 0 < х < 1 получим logo х > 0 Рис. 40
6) Если х > 1, то loga х  < 0.
7) Г рафик функции у = logo * при 0 < а < 1 показан на рисунке 40.
3. Логарифмические уравнения.
Уравнение, содержащее переменную под знаком логарифма, назы­
вается логарифмическим. Простейшим примером логарифмического 
уравнения служит уравнение logo x = b,  где а > 0, а ф 1.
Задания для решения:
Прологарифмировать по основанию 10 следующие выражения:
108. х = Ъаг 111. х = a\lab2
109. * = 15a V c 7
110.  х = а2 ■Ijab5
Решить уравнения: 
114. lg(lg*) = 0 
1 lS.log^ 2 - lo g ,3  = 4
116. lg* = - lg 2
117. lOOlgU+20) = 10000
112. *  = a + b 
a - b
113.
119. lg(0,5 + *) = lg2 — lg*
120. log^ (jc-  1) = 6
121. log-jO2- 4 * -5 )  = log3(7-3*) 
122*. log, 5 ,/5 -1,25 = log2 ,/5
118. 2 -log3 * = ^ l o g /£ j
Найти область определения и построить графики функций:
123. log3(jc-5) 124. log0 з (7 -* )
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Тема № 10.
1. Тригонометрические функции числового аргумента.
2. Основные тригонометрические тождества.
3. Формулы сложения.
4. формулы приведения.
1. Тригонометрические функции числового аргумента.
При изучении тригонометрических функций удобно и целесооб­
разно пользоваться радианной мерой измерения угловых величин (и со­
ответствующих им дуг). За 1 радиан принимается величина централь­
ного угла, которому соответствует дуга окружности, длина которой 
равна радиусу (рис.41).
Рис. 41
Число радианов, содержащихся в данном центральном угле (или в 
соответствующем ему дуги), служит радианной мерой этого угла. Ради- 
анная и градусная меры связаны между собой зависимостью 180° = л




Тригонометрическими функциями называются 
функции вида: cosa, sina, tga, ctg a. Для определе­
ния этих функций рассмотрим прямоугольный 
треугольник АВС (рис. 42). Тогда введем следую­
щие определения:








Косинусом угла а называется отноше­
ние:
АС Ьcos а =  = -  .
АВ с
Тангенсом угла а называется отноше­
ние:
ВС sin а  а 
~Ъtga = АС  cos а
Котангенсом угла а называется отно 
шение:




Теперь рассмотрим окружность произвольного радиуса R с цен­
тром в начале координат. Можно заметить, что при повороте точки Ра
на угол а точка Ра имеет координаты (х,у) (рис. 43). Тогда, пользуясь 
вышеуказанными определениями тригонометрических функций, полу­
чим: sina = —; cosa = —; tga -  —, ctga -  — (аналогично 
R R x у
рассмотренному раньше треугольнику 
АВС). Положим R = 1 (для упрощения вы­
числений) и получим окружность единич­
ного радиуса (или единичную окружность).
Отсюда следует, что: sma ~ у (рис. 44). Та- 
cosa = х
ким образом, ордината точки Ра единич­
ной окружности, полученной при повороте 
точки / >о(1;0) на угол а радиан, называется 
синусом угла а. Абсцисса этой точки -  ко­
синусом угла а . Для тангенса и котангенса 
также получаем соответствующие выраже- 
sina cosaния: tga ------- ; ctga = ------ .
cosa sina
Примечание. Если произвести поворот точки Р0 на угол а + 2пп, где 
ле Z, то снова получим точку Ра = Ра+2т. Тем самым задаётся отображе­
ние a -» Ра, или функциональное соответствие между множеством ве­
личин углов в радианах и множеством точек единичной окружности. В 
свою очередь, каждой точке Ра окружности соответствует единственная 
ордината ya =sina и единственная абсцисса ха = cos a . Следовательно, 
между множеством действительных чисел и множеством соответст­
вующих им значений синуса и косинуса существует функциональное 
соответствие. Таким образом, тригонометрические функции можно 
рассматривать как функции числового аргумента. То есть, любому углу
Рис. 44
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поворота а соответствует вполне определённая точка Ра и, следова­
тельно, sma и cosa являются функциями угла а. Кроме того, так как 
радиус Л"+360‘ = Ra, то и абсцисса x,+360„t =х„ и ордината yatVM.,t = уа . 
Значит, sin(a + 360°к)= sina, cos(a + 360°£) = cosa, к е Z . Следовательно, 
синус и косинус -  периодические функции с периодом 36(f.
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Знаки синуса, косинуса, тангенса и котангенса в различных четвер­
тях единичной окружности.
С помощью единичной окружности, разделенной на четыре чет­
верти по 90° в каждой, можно быстро определить знаки синуса, косину­
са, тангенса и котангенса для различных углов (рис. 45):
Рис. 45
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2. Основные тригонометрические тождества.
Определим тождества, определяющие связь между основными 
тригонометрическими функциями. Так как точка Ра имеет координаты 
(ха,уа) и принадлежит единичной окружности, то уравнение х2+ у 2 =1 
будет уравнением этой окружности. Следовательно:
1. sin2 а + cos2 а = 1.
sina = ±4\~ cos' а
cosa = ±V1 — sin2 а 
3. tg ■ clga = 1
4. \ + ctg2a  =
5. 1 + tg2a ■
sin a  
1 , (cosa Ф 0)
cos a  
tga = 1 / ctga
6.  1 ,( s in a * 0 ) .ctga = ----tga
3. Формулы сложения.
1. Синус суммы и разности двух аргументов:
sin(a + /?)= s in a ■ cos/? + cosa sinp  
sin (a - p ) =  sina cos P  -c o s  a  - sin/?
2. Косинус суммы и разности двух аргументов:
cos(a + Р) = cosa ■ cosР - sina sin/? 
cos (a -  P) = cosa - cos p  + sin a  - sin p
3. Тангенс суммы и разности двух аргументов:
tg{a + p ) = J ^ ± M L
\ - t g a -  tgP
tg(a -  Р)=
1 + tg a t gP
4. Формулы приведения.
Формулами приведения называют соотношения, с помощью 
которых (используя периодичность функций sin a , cosa,tga, ctga ) значе­
ния тригонометрических функций аргументов
90° ± а, 180° ± а , 270° ± а , 360°+а  выражаются через значения
sina, cosa, tga, ctga . Результатом являются следующие соотношения:
Для синуса
1. sin(90' + a )=  cosa
2. sin(180”+ a ) = - s in a
3. sin(270°+a)= -cosa
4. sinfoO" - a ) =  cosa
5. sin(l80°-a) = sina
6. sin(270’ - a ) = - c o s a
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Для косинуса:
1. cos(90° + а )  = - s in a
2. cos('180“ + a )  = -c o sa
3. cos(270° + a )  = sina
4. cos(90°-a) = sina
5. cos(180°-a) = -c o sa
6. cos(270° - a) = -  sina
Все формулы приведения можно представить в виде таблицы:
Х^ ргумент
функция 90° - а
90° + a OO © 1 $ 180° + a 270°- a 270°+a 360° -  a 360° + a
sin cos a co sa s in a - s i n a -  co sa - c o s a - s i n a s in a
cos s in a - s i n a -  co sa - c o s a -  s in a s in a c o sa c o sa
# ctga -  ctga -tga tga ctga -  ctga -tga tga
c # tga -tga -ctga ctga tga -tga -ctga ctga
Например, используя формулу приведения, можно гораздо быстрее вы­
числить sin 240" по сравнению с таким же заданием, выполненным с 
помощью формул сложения:
я
sin 240° = sin(l 80° + 60°) = -  sin 60° = —— .
Задания для решения:
125. Упростить выражение:
sin4 a  + cos4 a  -  sin6 a  -  cos6 a  -  sin2 a  ■ cos2 a
126. Найти cosa,iga , если sina = 0,6 и 0° < a  < 90°
127. Найти cosa j g a , если sina = 0,8 и 90° < a  <180°
2
128. Найти sin a j g a , если cosa = и 90° < a  < 180°
129. Найти s in a ,c o sa , если tga = -2  и 90° < a  < 180°
130. Найти sin a , cos a  , если tga = -3 и 90° < a  < 180°
131. Вычислить, используя формулы сложения (без таблиц)




132. Используя формулы приведения, вычислить:
а) cos240° е) sin315°
б) #240° ж) cos315°
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;g(180° -a)cos(180“ -a)tg{90° -  а) 
sin(90” + a)c/g(90” + a)(g(90° + a)
Тема № 11.
1. Свойства тригонометрических функций, графики.
2. Тригонометрические функции двойного и половинного аргумен­
та, преобразования тригонометрических функций.
3. Теоремы косинусов и синусов.
1. Свойства тригонометрических функций, графики. 
Функция синус угла a (sina).
1) Область определения — вся числовая £>(sin а) е ] оо;+оо[.
2) Множество значений £(sina)e[-l;l].
3) Синус -  нечётная функция, так как sin(-a) = -sine .
4) Периодичность: функция периодичная, период sina равен 2л (360°).
5) Монотонность: функция sina монотонно возрастает от -1 до 1 на 
промежутке а е [ -л /2+ 2л*; л!2 + 2лк\ к е Z и монотонно убывает от 1 
до -1 на промежутке а е [л!2 + 2лк\ 3/2л + 2лк\ к s Z .
6) Нули функции: sina=0, когда а = лк,к е Z .
7) Максимальное значение функция принимает max(sina) = l в точках
л 3— + 2як,к е Z ; минимальное min(sina) = - l  в точках ~л + 2лк,к <= Z .
2 2
8) Г рафик функции sina показан на рисунке 46.
Рис. 46
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Функция косинус угла a (cosa).
1) Область определения -  вся числовая прямая D(sinа) е а>;+оо[.
2) Множество значений Я(соэа) е [ - 1;1].
3) Косинус -  чётная функция, т.к. cos(-a) = cosa .
4) Периодичность: период cosa равен 2к  (360°).
5) Монотонность:
функция cosa монотонно возрастает от -1 до 1 на промежутке 
а е [- к + 2пк\ к е Z  и монотонно убывает от 1 до -1 на промежутке 
а  е [2я*,л- + 2лк\ к е Z .
716) Нули функции: cosa=0, когда а - ~  + л к ,к е2 .
7) Максимальное значение max(cosa) = 1 в точках а = 2лк, к eZ  
Минимальное значение min(cosa) = -1 в точках a  = п ± 2л*, k eZ
8) График функции cosa показан на рисунке 47.
Функция тангенс угла a  (tga).
1) Область определения D(tga) е Я, кроме чисел вида ~ + т, к е Z . Это
вытекает из того, что в точках, соответствующих указанным числам, 
косинус равен нулю и, следовательно, функция тангенс не существу­
ет;
2) Множество значений E(tga) е ]- °о;+оо[.
3) Функция нечётная, так как /g(-a) = - tga.
4) Функция периодичная, период тангенса равен T(tga) = л,  
tg(a + п ■ п) = tga .
5) Монотонность:
Функция tga монотонно возрастает в каждом промежутке
я- , л- ,-- + ЛК,--h ЯК
2 2
а е , k s Z
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6) График функции tga показан на рисунке 48.
Рис. 48
Функция котангенс угла a (ctga).
1) Область определения D{ctga) е R , кроме чисел вида т , где n e Z . Это 
следует из того, что в этих точках sin а = 0 и, следовательно, котан­
генс не существует.
2) Множество значений E(ctga)e ]- °о;+оо[.
3) Функция нечётная, так как ctg{-a) = -ctga.
4) Функция периодичная, период котангенса равен T(ctga) = n, 
ctg(a ± mi) = ctga.
5) Монотонность:
Функция ctga убывает в каждом промежутке а е }кк,я + лк[,к е Z .
6) График функции ctga представлен на рисунке 49.
Рис. 49
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2. Тригонометрические функции двойного и половинного аргу­
мента, преобразования тригонометрических функций.
Тригонометрические функции двойного аргумента.
Из формул синуса и косинуса суммы (тема 12, п. 3) можно полу­
чить формулы синуса и косинуса двойного аргумента, если в данных 
соотношениях:
sin(a + Р) = sin а  ■ cos р  + sin Р ■ cos а ,
cos(a + Р)
tg(a + Р) =
cos a  cos р  -  sina - s in e , 
tga + tgP
1 -  tga ■ tgP
положить a = p , то получим следующ ие тож дества для функции двой­
ного аргумента (угла):
sin 2а = 2 sin a  cos а
cos2а  = cos2 a  - s in 2 а
_ 2 tgatgla  = -
1) синус двойного угла
2) косинус двойного угла
3) тангенс двойного угла , ,
1 - t g  а
Следствия  (или дополнительные формулы): выразив правую часть 
формулы 2) через одну тригонометрическую функцию (синус или коси­
нус), приходим к соотношениям:
4) cos2а = 1 - 2sin2а , cos2a = 2cos2а -1 .
Из формул 4) можно выразить sin2 а  и cos2 а  через cos2а : 
sin2 а  = (1 -cos2 а )/2 ,  cos2 а  = (1 + cos2 а )/2 .
Тригонометрические функции половинного аргумента.
Если в формулах cos^a  * ^ Sln а  положить a  = х !2 ,  то получим: 
cos2a = 2cos2 а  -1
cosx =  1 -  2 s in 2 (х/2), cos л: =  2 cos2 (л/2) -  1.
Отсюда следуют следующ ие соотношения для функции половин-
ного аргумента (угла):
1) Синус половинного угла
. X /1 — COS JC
2 М 2
2) Косинус половинного угла
X ll + cos*cos — = ± . ----------
2 V 2
3) Тангенс половинного угла
X ! 11-COSJC
^ 2 V1 + cos х
х  sin X 1 - 
tg _ - ,2 l + cosx :
Знак перед радикалом (корнем) зависит от того, в какой коорди­
натной четверти находится угол х !2 .
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Преобразование суммы и разности тригонометрических функций
в произведение.
Выведем формулу, позволяющ ую преобразовать сумму sina + sm/J 
в произведение тригонометрических функций. Положим 
а  = х + у , р  = х - у  и применим уже известные формулы для суммы и раз­
ности двух аргументов, тогда:
sina + sin/? = sin(x + у) + sin(x -  у)  = sin л cosy + cosxsiny + sinxcosy- cosxsiny =
=2sin3ccosy. Решив теперь систему уравнений
а = х + у
Р  = х - у
относительно х и
у ,  получим:
(х = (а + Р)/2
[ у  = ( а - 0 ) 1 2 '
Подставив вместо х и у  их соответствующ ие выражения через а  и (3, по­
лучим:
14 ■ ■ п -1 а + Р а~Р1) sin а  + sin /? = 2 sin------ cos-------- .
' 2 2
Аналогичным способом выводятся следующие формулы, преобразую­
щие сумму или разность тригонометрических функций в произведение:
„ч . . 0 .  . а - р  ал- р2) sin а  -  sin р  = 2sm-------- cos
3) cosa + cos/? = 2 c o s ^ -^ -c o s
2
a  - /?
„ „ . a  + В . a -  В4) cosa -  cos/? = -2  sin--------sin------- .
'  2 2
Преобразование произведения тригонометрических функций в
сумму.
Формулы для преобразования произведения синуса и косинуса в 
сумму получаются из формул сложения для синуса и косинуса. Запи­
шем формулы синуса суммы и синуса разности аргументов х и у :
sin(x + у) = sin х cos у  + cos х sin у  
sin(x -  у) = sin х cos у  -  cos х sin у
Сложив почленно эти равенства и разделив результат на 2, получим:
, ч . sin(x + у) + sin(x -  у)1) sinn cos у  = -------------------------- -
Аналогичным образом получим формулы:
2) cos х cos у  = cos(x + у)  + COS О -  у) 3) sinxsiny :
cos(x -  у) -  cos(x + у)
2 2
59
3. Теорема косинусов и теорема сину­
сов.
1. Теорема синусов: в любом треугольнике 
отношение стороны к синусу противолежаще­
го угла есть величина постоянная, равная 
диаметру описанной окружности (рис. 50):
sin a  sin/? sin у
2. Теорема косинусов: квадрат стороны 
треугольника равен сумме квадратов двух 
других сторон без удвоенного произведения 
этих сторон на косинус угла между ними 
(рис. 51):
а1 = 62 +с2 -  26 - с cos а  .
Рассмотрим пример решения задачи, в 
которой используются данные теоремы. 
Пусть у  треугольника заданы две стороны и 
угол а, противолежащ ий стороне а :
а = 34, 6 = 12, а  = 164' (см. рис. 51). 
Требуется найти остальные углы и сторону 
треугольника: у ,/? ,с -?
Решение:
Рис. 50
1) По теореме синусов имеем:
а
sin а
------ . Известны стороны а, 6 и угол
sin /?
а ,  следовательно, можем найти sin /?:
Sin п = = —  ■ sin 164" = — sin(l 80' -  16") = — sin 16° = — • 0,275 = 0,097 .
а 34 34 3 34
Значит, мы можем найти угол /? = arcsin0,097 я 5’ .
2) Теперь мы знаем два угла а и р ,  следовательно, можем вычислить 
третий угол у : У = I80’ - а - Р  (т.к. сумма всех углов в треугольнике рав- 
на 180°), у = 180-164“ - 5 “ = 1Г .
3) Используя теорему синусов, найдем последнюю неизвестную вели-
а с
чину -  сторону треугольника с: так к а к ------= ------ , то:
sina siny
_ а ■ sin у _ 34 ■ sin 1Г _ 34 ■ 0,19 _ 
sine sin 164" 0,275
Все неизвестные величины найдены: у=11°; Р=5°; с=23,5. Теперь можно 
проверить правильность полученных данных. Получившийся треуголь­
ник имеет следующие данные:
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а = 34 а  = 164“
6 = 12 у? = 5" . 
с = 23,5 у = 1Г
Большему углу соответствует большая сторона, и сумма углов в тре­
угольнике равна 180°. Следовательно, задача решена правильно.
Задания для решения:
Используя формулы для двойного аргумента, вычислить:
134. sin 2а, если sin а  = -0,8 И 180° < а <  270°.
135. cos 2 а , если sin а  = -0,8 и 180° < а < 270°.
136. tg2a , если tga = -0,5 и 180° < а  < 270°.
Упростить выражение:
137. 1 -  2sin2 а  + cos 2 а .
Используя формулы для половинного аргумента, вычислить:
138. tg—, если cos а  = 0,6 и 180° < а  < 360°.
2
, sm a а139. --------- , если tg— = 0,5.
2 -3 c o sa  2
140. sin —,cos—,tg—, если sina = -,90° < a < 180°.
2 2 2 5
141. Найти A = sin4 a -c o s4a , если t ga /2  = 1/2.
Преобразовать в произведение:
142. 1 + sin a  + cos a
143. -Л -  2sina
. . .  cos a + Vasina144. ------- =-----
cose -  V3 sina
145. Упростить:
sin a  + 2 sin 3a + sin 5a 
sin 3a + 2 sin 5a + sin 7a
Решить задачи, используя теоремы синусов и косинусов:
146. Даны две стороны треугольника: а=32, с=23 и угол /?= 152°. 
Найти остальные углы и сторону треугольника: Ь,а ,у - 7
147. Даны два угла треугольника: а=36°, /?=25° и сторона Ь=12. 
Найти остальные две стороны и угол треугольника: у ,а , с -7
148. Найти все элементы прямоугольного треугольника, если






3. Теоремы о пределах последовательности.
1. Числовая последовательность.
Если каждому натуральному числу п поставлено в соответствие 
некоторое число х„, то говорят, что определена числовая последова­
тельность X,, x2t7x3,...xn,... Кратко ее обозначают символом {хп}, (xj,  
либо х„, n<=N. Число хп называют членом (элементом) последовательно­
сти, а и -  номером члена. Последовательности {x„+yj,  {*„-у,,}, К  ■ у „}, 
{ x j y n} называются соответственно суммой, разностью, произведением 
и частным двух последовательностей {*„} и {у„} (для частного у„/0). 
Существует два основных способа задания числовых последовательно­
стей:
1) с помощью формулы и-го члена, т. е. последовательность считается 
заданной, если известна (задана) формула для и-го члена. Например, чи­
словая последовательность задана в виде формулы для n-го члена:
х , « = 1,2,3,... X =1, 1/3,1/5,...1/(2п-1)
2л-1
2) Рекуррентный способ: при этом задают к первых членов последова­
тельности и формулу, выражающую (при всех п>1) ar+t член через к 
предыдущих членов (чаще всего к =1 или к=2). Например, формулы 
а,=1, а2=], и ап+2=аП+ап+, при п>1 задают бесконечную числовую по­
следовательность: а/=1, а2=1, а3=2, а4=3, а3=5, а6=8, а7=13,... .
Последовательность {*„} называется ограниченной, если для лю­
бого п существуют два числа т и М  такие, что т <х„<М.  С геометри­
ческой точки зрения это означает, что все члены последовательности 
находятся в интервале от т до М. Краткая запись определения: после­
довательность {*„} называется ограниченной, если 3 т и М>0 такие, 
что \/п\т<хп<М (смотри пункт «краткие обозначения»). Например, 
последовательность хп=0, 1/2, 1/3, 1/5, ...1/п,... ограничена, т. к. все ее 
члены находятся в интервале 0 < х„ < 1, т. е. т=0, М=1.
Последовательность {хп} называется неограниченной, если для 
любого п существует число М  такое, что |хл| < М. Последовательность 
{*„} называется неограниченной, если 3 М>0 такое, что \/п: |х„| > М .
Последовательность {*„} называется возрастающей, если каж­
дый её член, начиная со второго, больше предыдущего, х„, /> х„. Напри-
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мер, последовательность{.х,} =0, 1/2, 2/3, ...,(п-1)/п,... -  возрастающая, т. 
п л-1 1 .к. *„+, -  = —  -------= —— -  > 0, значит хп+1> х„.
п + 1 п п(п + 1)
Последовательность {хя} называется убывающей, если каждый её 
член, начиная со второго, меньше предыдущего, х „ + /< Х п. Например, по­
следовательность {хt}= 0 , 1/2, 1/3,... , 1/п,... -  убывающая, т.к.
1 1 1*„+, -  = — т -  -  = —7— -  < 0, значит хп+,<х„.п + 1 п п{п + 1)
2. Предел последовательности.
Число а называется пределом числовой последовательности 
{хл}, если для любого положительного числа е найдётся такое нату­
ральное число N, что для всех членов последовательности номерами 
n>N (т. е. начиная с некоторого номера) выполняется неравенство 
\хп- а \ < е .  Краткая запись определения: число а называется пределом 
числовой последовательности {*„}, если V£-> О ЭЛ' gN, такое, что 
Vn>N: \xn-a \<s  (см. пункт «краткие обозначения»). Обозначают дан­
ное число (предел последовательности) с помощью следующей записи:
lim хп -  аП—> 00
Например, lim ----- - = 0, т. к. {х } = 1, - ,  О.
О последовательности, имеющей пределом конечное число а, го­
ворят, что она сходится к а. Последовательность, имеющая предел, на­
зывается сходящейся. Если же последовательность не имеет предела, то 
она называется расходящейся.
Примечание. Изобразим члены последовательности (x j точками на чи­
словой прямой. Пусть и-й член последовательности удовлетворяет не­
равенству \хп -  а\ < е , или, что то же самое, двойному неравенству
а -е  <хл <а + е (рис. 52).
&е а Хц а+е
Рис. 52
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Тогда все члены последовательности с номерами n>N (т.е. xN4b 
Xn+2,---) попадут в интервал ]а-  е, а + £■[, который называется е  - окрест­
ностью точки а. Следовательно, с геометрической точки зрения понятие 
предела имеет следующий смысл: если число а есть предел последова­
тельности {х. }, то в произвольную £ -окрестность точки а попадут все
члены данной последовательности, за исключением конечного их числа. 
Еще раз рассмотрим определение предела числовой последовательности 
на конкретном примере.
Пример: показать, что число 2 является пределом последовательности
х = т.е. lim{x„}= l i m ^ —1
" з п 3 п
=  2 .
Решение:
Пусть е — любое наперед заданное положительное число. Тогда, 
согласно вышеуказанному определению предела числовой последова­
тельности:
6п - 1 
3 л
Решим это неравенство относительно п, т. е. найдем такой номер члена 
последовательности, который удовлетворяет определению предела:
6л -1  -  6л 
3л
1 1<£■,=> --<£=>Л> --- .
3 п Зе
Если в качестве N взять любое натуральное число, большее — , то дляЗе
всех n>N для любого е >0 будет выполнено неравенство 6л-1 
Зл
< £  И
6л-1
тогда П т------- = 2 . Пусть, например е=0,01 (можно выбрать любое
л —>оо ^)Yl
число). Тогда е-окрестность числа 2 (предполагаемого предела) выгля­
дит так: 2 -£ '<2<2 + 3, 1,99<2<2,01 (рис.53). А номер члена последова­
тельности, начиная с которого все члены данной последовательности 
будут попадать в выбранную е-окрестность числа 2 будет равен:
N = — = — -  Зе 0,01-3
1
0,03 '
100 = 33,3. Проверим, действительно ли все члены
последовательности {х }=——1 попадают в указанную е-окрестность.
Зл
Возьмём любой член последовательности {*,} с номером больше, чем 
33,3. Например, с номером п=34. Тогда 34-й член данной последова-
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тельности будет равен: = 6- ^  1 = ^  = 1,9902. Он действительно по­
падает в е -окрестность числа 2 (рис. 53).
199 2.01
— I----------------- -•----------------------- 1----------
Z 2 + Е. х
Рис. 53
Найдем величину ]хм -2 | = |1,9902-2| = |-0,0002| < 0,01 = е, т.е.
|х,4 -2 |< е  = 0,01. Значит число 2 действительно является пределом дан-
ной числовой последовательности \х ! = ------ , так как полностью удов-
Зл
летворяет определению предела числовой последовательности и все 
члены этой последовательности, начиная с 34-го, находятся в е- 
окрестности числа 2, т.е. в интервале J,99;2,0l[.
Необходимое условие существования предела последовательности.
Если последовательность сходится (т.е. имеет предел), то такая 
последовательность является ограниченной. Отсюда следует, что если 
последовательность не является ограниченной, то она не имеет предела. 
Например, последовательность {уп}=(п+1)/3 не ограничена, т.к. всегда 
можно найти такое n e N , что }> М , где М — любое число. Значит, эта 
последовательность предела не имеет.
Достаточное условие существования предела. (Теорема Вей- 
ерштрасса, упрощенная формулировка). Если последовательность 
монотонна и ограничена, то она имеет предел.
Например, последовательность (х ) = 1,— является монотонно 
убывающей и ограниченной, т. к. для нее выполняются следующие ус­
ловия: 0 < х  < 1, х +| -  х = - 1—  -  = -----5—  < 0 => *„+1 < хп, следовательно,
" " " п +1 п п(п +1)
эта последовательность имеет предел.
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Единственность предела. Если последовательность сходится (т. 
е. имеет предел), то этот предел единственный.
3. Теоремы о пределах последовательности.
Теорема M l. Если последовательности (хк) и (y j  сходятся, то:
lim(xn + у „) = lim хп + lim у п.я—> ОС И—>00 Я—>0С
Теорема М2. Если последовательности (х„) и (y j сходятся, то:
Н т х лу л = Н т х л lim у п .
Теорема М3: Постоянный множитель можно вынести за знак предела.
lim схп = с lim хп, с е R .«—>00 я-х»
Теорема М4: Если последовательности (х„) и (y j  сходятся и предел
последовательности (y j  отличен от нуля, то:
v lim х„ 
lim — :
у„ lim у„ ■п—>00
Примечание. Последовательность (x j называется бесконечно малой, 
если Н т х п = 0  Например, последовательности {х„}= а/п и {х„} = q"
при \Ч\<1 бесконечно малые, поскольку
lim — = 0, lim q" = 0, где \q\ < 1.
П— > 0 0  f2  Я —> о о
Задания для решения:




2п -  5 





1 -4  п
2 + Ъп-Ап2
1 -2 л  + 5л





2. Теоремы о пределах функции.
3. Непрерывность функции.
С помощью теории пределов можно определить характер поведе­
ния не только числовых последовательностей, но и таких переменных 
величин, как функции.
1. Предел функции.
Число b называется пределом функции y=J(x) при х-+а, если для 
любого е>0 найдётся такое ё>0, что при всех хфа, удовлетворяющих 
неравенству |х-а|<<5, справедливо неравенство \f(x)-b\<s. При этом упот­
ребляют запись:
Нш f ( x )  = b
Из определения предела функции следует, что функция должна 
быть определена на промежутке ~\а-ё , а+6{, кроме, возможно, самой 
точки а (рис. 54).
На рис. 55 приведен пример, где функция 
y-f(x) в точке х=а имеет предел, равный Ь, 
хотя значение функции/(а)=М(фЬ.
Геометрически существование пре­
дела lim f ( x )  = b означает, что, каковох->а
бы ни было £>0, всегда найдется такое 
число д, что для всех х, заключенных ме­
жду а-д и а+ё (кроме, быть может, самой 
точки а), график функции у  =f(x) лежит в 




1. Теоремы о пределах функции.
Теорема 1. Предел алгебраической суммы конечного числа функций ра­
вен сумме их пределов при условии, что эти пределы существуют:
Н ш (/(х ) + g(x)) = lim (/(x ))  + lim (g (x )).х-+а х->а х~>а
Теорема 2. Предел произведения двух функций равен произведения 
пределов, если последние существуют:
lim (/(x )g (x ))  = lim (/(x ))lim (g (x )) .
j с->а х-*а х-*а
Следствие 1) из теоремы 2. Постоянный множитель можно вынести за 
знак предела:
lim kf(x)  = lim к lim f  ( x ) ; где к -  постоянный множитель.х-+а х->а х~>а
Следствие 2) из теоремы 2. Если функция имеет предел при х-*а, то:
lim[/(x)]" = llim/(x)J’ .х—>а Ч х - > £ г
Теорема 3. Предел отношения двух функций равен отношению их пре­
делов, если последние существуют и предел делителя отличен от нуля:
lim /(x)
lim^ 4 =  f? 2—— , где H m g (x )^ 0 . 
g(x) limg(x) x~*°
x -* a
Теорема 4. Предел постоянной равен самой постоянной:
lim С = С .х->а
Примечание: доказательства теорем в данном пособии не приводятся. 
Некоторые дополнительные свойства пределов функций.
Если некоторые переменные величины имеют конечные пределы 
при х—*а, то:
1. Н т ^ Д х )  = J l im / ( x )
x - y a V х—>о
2. lim — = О
X
3. Нт-^г = 0, к = 1,2,3,...X—>оо JC
Некоторые часто используемые пределы:
1. Первый замечательный предел:
sinxlim ------ = 1
Y
2. Второй замечательный предел:
l im ( l+ a ) “ =е
х - > 0




Для дальнейшего изучения функций очень важно ознакомиться с 
таким понятием, как непрерывность функции. Данному вопросу посвя­
щен целый раздел математического анализа, но мы приведем только са­
мые основные определения, которые пригодятся для дальнейших вы­
числений.
Функция f(x) называется непрерывной в точке х0, если она опре­
делена в некоторой окрестности этой точки и если предел функции при
х—>х0 равен значению функции в этой точке, т. е. f  (х ) — f ( xо).
Функция f(x), непрерывная в каждой точке заданного промежутка, назы­
вается непрерывной на всём промежутке. Например, функция у=х2 не­
прерывна в любой точке числовой прямой, т. к. 1™ х = хо , а функция
у= 4х непрерывна в любой точке х>(), т. к. lira л/х = _
Если функция в какой либо точке х0 не определена или её предел в 
точке х0 не равен значению функции в этой точке, то говорят, что функ­
ция терпит разрыв в точке х0, а точку х„ называют точкой разрыва. На­
пример, функция у=а/х непрерывна в любой точке хфО, а в точке х—0
терпит разрыв, т. к. lim ~  = 1™ ~ , а такого предела не существует.
Задания для решения:
Найти пределы функции:
.. х + 3 
154. lira- т = —





Зх2 — х — 2





7х 2+6х  -  3 
9х3 + 8х2 -  2
159. ИшX—X»
160. lim■Г->7Г
6jc2 + 5x + 4 
Зх1 л- l x - 2
Sin(7T - x)











1. Производная функции, общие правила нахождения производной.
2. Производные элементарных функций.
3. Производные суммы, произведения и частного.
4. Геометрический и физический смысл производной.
1. Производная функции, общие правила нахождения производной.
Прежде всего, рассмотрим такие понятия, как приращение аргу­
мента и приращение функции. Пусть х и х0 -  значение независимой
переменной из области определения 
функции f(x). Тогда х-х0=Ах называется 
приращением независимой перемен­
ной (или приращением аргумента), 
следовательно, х= х0+Ах. Вследствие 
этого значение функции изменится на 
величину f(x)-f(x0)=f(x0+Ax) -  f(x0). Раз­
ность между новым значением функции 
f(x0+Ax) и первоначальным ее значени­
ем f(x0)  называется приращением 
функции f(x) в точке х0: Af(x0) =f(x0+Ax) 
-  f(x0) (рис. 56).
Например: для функции у=х2 найти 
приращение функции Ау, если х=2,5; 
х0=2.
Решение:
Ах=х-х0=2,5-2=0,5; Ay=Af(x0)=f(x0-Ax) ~f(x0) =f(2,5) —f(2) =6,25-4=2,25.
Функция называется возрастающей, если Af(x0)> 0  при любых 
Ах>0. Функция называется убывающей, если Af(xn)<0  при любых Ах>0.
Производной функции в точке х0 называется предел отношения 
приращения функции в точке х0 к приращению аргумента (Ах), когда
ч Л /(х )
/  (хо) — ; ,т „ А (читается «эфпоследнее стремится к нулю: Дх
штрих» от х0). Нахождение производной /'(х) от данной функции f(x) 
называют дифференцированием данной функции.
Примечание. Из определения производной 
следует, что функция может иметь произ­
водную в точке х0 только в том случае, если 
она определена в некоторой окрестности 
точки х0, включая эту точку. Это утвержде­
ние сформулировано в следующей теоре­
ме:
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Теорема. Если функция f(x) дифференцируема в некоторой точке х, то 
она непрерывна в этой точке.
Обратное утверждение не верно. Непрерывная функция может не 
иметь производной. Например, функция f(x)—\х\ непрерывна на проме­
жутке ] -  да; со[, но в точке х=0 производной не имеет, т. к. в точке х=0
Л/Оо)не существует касательной, т. е. не существует предела lim
Дх->0 Ах
данной функции при Ах—*0 (рис. 57).
Следствие. Если функция разрывна в некоторой точке, то она не имеет 
производной в этой точке.
Общие правила нахождения производной.
Пользуясь определением производной функции можно находить 
производные любых функций. Для этого нужно придерживаться сле­
дующей схемы нахождения производной:
1) выбрав некоторое значение х, дают ему приращение Ах и находят 
значение функции в точке х+Ах, равное f(x+Ax) (рис. 56, 58).
2) Находят приращение функции, вычитая из последующего значения 
f(x+Ax) её первоначальное значение f(x):
Ay=f(x+Ax)-f(x) (рис. 56, 58).
3) Делят приращение функции Ау на приращение аргумента Ах:
АУ _ / ( *  + Ах) -  /(л )
Ах Ах
4) Находят предел этого отношения:
И т АУ = И т Я *  + А* ) - Я * )
Лг^ ° Ах Ах
Найденный предел и есть производная от функции y=f(x).
Рассмотрим данную схему нахождения производной функции на сле­
дующем примере: пусть дана функция у=7х (или/ f t ) = 4х). Требуется 
найти производную этой функции в точке х=4.
Решение:
1) у+Ау= -Jx + Ах -  последующее значение (или f(x+Ax)), у= 4х -  перво­
начальное (или f(x)).
2) Ay=Jx + A x - J x  (или f ( x  + Ах)- f ( x )  = -Jx + Ах -  jx )  это приращение 
функции, Ах — приращение аргумента.
Ay _ Jx + Ах -  у[х 
Ах3) Ах
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Ду -Jx + Ах - J x  (Jx + Ax -  Vx)(Vx + Ax + Vx)y ’= lim —  = hm —----------- - = lim------------- ,— —- —j=---------
Ax Дх а»-»0 Ах(л1х + Ax + ~Jx)
x + A x -x  1 1— lim у — — j— lim . ~ i— . — r—




л/х +  О +  л/х 2л/х
5) У JL/ __L=I2х! v=4 2 л/х 4
2. Производные элементарных функций.
Из предыдущего материала видно, что нахождение производной 
функции с использованием определения производной весьма трудоем­
кий процесс, и для функции любого вида данная процедура проделыва­
ется аналогично приведённому выше примеру (для функции у  = 4 х ) .  
Подобным способом были найдены производные всех элементарных 
функций. Мы опускаем этап нахождения производной как предела от­
ношения приращения функции к приращению аргумента и приводим 
только результат -  таблицу производных элементарных функций.
Таблица производных элементарных функций.
1. (х‘ )" = кхк~', где к е  Q, х>0, в частности
2. (sinx) =cosx
3. (cosx) = - s in x
4. fax) = —— , х ф — + m, л е г
cos x 2
5. (c/gx) = ------ т—, x Ф m , n e ~
sin x
6. (arctgx) = ^ y
7. (arcctgx) = ----- fa r
v '  1 + x 2
8. (log x) = —-— в частности (lnx)'= —
° x ln a  x
9. fa ')  = a ' l n a  в частности (e‘ )'= ex 11. (arccosx) = - - , (—1 < X < 1)
10.  (arcsinx) = , (—1 <  x  <  1) 12. ( л / х ) ' =  -^j=
2-Jx
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3. Производные суммы, произведения и частного.
1) Производная суммы. Пусть и и v — две дифференцируемые функции,- 
определённые на одном и том же промежутке. Тогда производная ал­
гебраической суммы этих функций равна алгебраической сумме произ­
водных этих функций: (m(x) + v(x))'=m'(x) + v'(x). Методом математиче­
ской индукции доказывается, что эта формула справедлива для любого 
конечного числа слагаемых:
(и, + и2 + .. + и):У=и'1+и'2+... + и’к.
2) Производная постоянной величины равна нулю:
(с)'=0, где c=consl.
Например, найдем/f t ) ,  если f(x)=x+3.
Решение: /'(х) = (х + 3) = ft)’ + (з/ =1 + 0 = 1.
3) Производная произведения двух дифференцируемых функций и и v 
равна сумме произведений второй функции на производную первой и 
первой функции на производную второй:
(uv) =m'v+wv'
Например, найдем производную функции f(x)=x2(x+l).
Решение:
(х2(х+1)) -=(х2) ’(х+1)+х2(х+1) =2х(х+1)+х2 1=2х2+2х+х2=Зх2+2х.
эту же производную можно найти другим способом:
(х2(х+1)) '—(х3+х2) '=Зх2+2х.
4) Производная частного. Если функции и и v имеют в точке х произ­
водные и если v(x)*0, то в этой точке существует производная их част­
ного u/v, которая вычисляется по формуле:
3 + 5.xНапример, найдем f  (х), если / (х) = ------ .
1-Зх
Решение:
(3 + 5xV _ (3 + 5х)'(1 -  Зх) -  (3 + 5х)(1 -  Зх)' (3'+(5х)')(1 -  Зх) -  (3 + 5х)(1' -  (Зх)') 
l l - 3 x j  (1-Зх)2 (1- Зх)2
5(1 -  Зх) -  (3 + 5х)(-3) 14
(1-Зх)2 “ (1 + Зх)2
4. Геометрический и физический смысл производной.
Геометрический смысл производной.
Пусть через точку М(х,у) кривой, представляющей собой график 
функций y=f(x), непрерывной в некоторой окрестности этой точки про­
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ведена секущая MN, образующая с положительным направлением оси 
Охугол Р (рис. 58). Напишем определение производной и попробуем из 
рисунка и некоторых рассуждений понять её геометрический смысл:




ванного секущей, Ах и Af
Д/имеем: — = tgP или угло-
Ах
вой коэффициент секущей. 
При стремлении Ах к нулю 
получаем:
1) Точка N стремится к 
точке М (N—>М).
2) Секущая MN стремится 
к касательной в точке М.Рис.58
3) Угол Р стремится к углу а.
Следовательно, tgP—>tga (тангенс угла наклона секущей стремится к 
тангенсу угла наклона касательной). Таким образом, получаем:
f  ~ L'To = =  ^■ Следовательно, геометрический
смысл производной заключается в том, что производная функции в 
данной точке равна угловому коэффициенту касательной к графику 
функции в данной точке, т. e . f  '(x0)=tga.
Физический смысл производной.
Рассмотрим случай: материальная точка движется по координатной 
прямой, причём задан закон движения S=S(t). За промежуток времени 
от t0 до t0+At перемещение точки равно S(t0+At)-S(t0)=AS, а её средняя
скорость v (Дг) = — . С уменьшением промежутка времени At средняя 
Д/
скорость всё точнее характеризует скорость точки в данный момент 
времени t0 (мгновенную скорость). Следовательно, при At—+0
v (дг) = — ->v(/0) т. е. средняя скорость будет стремиться к v(t0) (к 
At
мгновенной скорости):
Пт —  = Пт
д/-»о At At
S(t0)
= ^'(^о) = v(^o) = v^
Таким образом, мгновенная скорость точки в данный момент 
времени равна значению производной от закона движения. Это и есть 
физический смысл производной.
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С помощью производной выражается быстрота протекания физиче­
ских, химических и других природных процессов.
Задания для решения.
Найти производные функций:
164. х 2 169. x2- i
Jt
165. 2 х3 170.
x3 +1
166. m 171. x 1 -3 x 2 - x  + 5U J
167. 2  c o s x 172. sinx + cosx
168. 5'
173. Найти скорость и ускорение точки, движение которой происходит 
по закону x(t) = kx  + b
174. Найти скорость и ускорение точки, движущейся по квадратичному 












1. Производная сложной функции.
2. Производные высш их порядков, их физический смысл.
1. Производная сложной функции.
Функция y=F(x), которая числу х ставит в соответствие число 
f(g(x)), называется функцией от функции или сложной функцией, обра­
зованной из функций / и  g  в указанном порядке: y=f(g(x)), где y=f(u), 
u=g(x). Любую сложную функцию можно представить в виде элемен­
тарных (простых) функций, которые являются ее промежуточными ар­
гументами. Приведем некоторые примеры простых и сложных функ­
ций:
Простые функции: х2, Igx, х-1, cosx, ctgx...
Сложные функции: Inx2, (Igx)2, cosx5, ctg2x...
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Сложную функцию Inx2 можно представить, как функцию 1п(и), где 
и=х2. Функция и является промежуточным аргументом. Правило диф­
ференцирования сложной функции выражается следующей теоремой: 
Теорема. Если функция u=g(x) имеет производную и'(х) = g’(x) в точке х, 
а функция у = Ди) -  производную у[ = Д(и) в соответствующей точке и, 
то сложная функциям = /(g(x)) в данной точке х имеет производную:
У'х = / ' ( « ) • « '  (*)■
Примечание. Можно рассуждать по-другому: в формуле y(x)=f(g(x)) 
функция g(x) -  внутренняя функция или промежуточный аргумент, 
функция f(g(x)) -  внешняя. Сначала дифференцируем внешнюю функ­
цию по промежуточному аргументу, а затем -  промежуточный аргумент 
(внутреннюю функцию) по аргументу х, и находим их произведение. 
По-другому, данная теорема называется правилом «цепочки». 
Например, найдем производную функции у=(3-5х+х2) 100 
Решение: Пусть u=g(x)=3-5x+x2 -  внутренняя функция или промежу­
точный аргумент, тогда функция у=(3-5х+х2) 100 приобретает вид: у=и 00. 
Используя теорему о дифференцировании сложной функции, получаем: 
/(х ) = (итХ, ■ и’х(х) = 1 ООы" -и'х(х) = 100(3 -  5х + х2)" • (3 -  5х + х2)'г =
= 100(3 -  5х + х2)"  • (2х — 5).
2. Производные высш их порядков, их физический смысл.
Производной первого порядка называется первая производная 
функции y ' = f '{ x ) .  Производной второго порядка или второй произ­
водной функции называется производная от её производной. Она обо­
значается символами:
у" = (У')' ИЛИ Г ( х )  = ( / '(* ) ) '.
Вторая производная в свою очередь есть функция от х, и ее тоже можно 
продифференцировать. Производная от второй производной называется 
производной третьего порядка или третьей производной и обозначается 
у " \ х ) .  Производная (п-1)-й производной (п -  натуральное число) назы­
вается производной п-ого порядка или n-ой производной и обозначается 
y w {x).
Мгновенная скорость v(t) также как и закон движения, является 
функцией времени. Поэтому можно рассматривать вторую производ­
ную от закона движения как скорость изменения скорости, или вторую 
производную от функции закона движения: v'(t) = S '(t) = a .  В физике 
данная величина называется ускорением и, также как и скорость, имеет
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важное значение для исследования различных биологических процес­
сов.
Таким образом, физический (или механический) смысл второй 
производной заключается в следующем: если задан закон, которому 
подчиняется движение материальной точки, то вторая производная 
есть ускорение этого движения.
Задания для решения:




182. cos 31 cos 21 + sin 31 sin 21
183. -J4- Jx

















195. Ine + e 
ex -  e" 
aex196. In ,bx + c
197. -Jl -x2 arccosx





202. arccos x3 
1203. arctg\ \ -2x  
191. x2 lnx














1. Применение первой производной к исследованию функций: ус­
ловие возрастания и убывания функции на интервале.
2. Экстремумы функции, максимумы и минимумы.
3. Применение второй производной к исследованию функций: вы­
пуклость и вогнутость функции, точки перегиба.
4. Построение графиков функций.
1. Применение первой производной к исследованию функций: 
условие возрастания и убывания функции на интервале.
Благодаря связи, которая существует между поведением функции 
и ее производной, можно провести исследование функции и построить 
ее график. Для этого нужно ввести понятие возрастающей и убывающей 
на интервале функции.
Функция называется возрастающей в некотором интервале, если 
для любых двух точек X/ и х2, принадлежащих этому интервалу, из не­
равенства x2>xi следует неравенство f(x 2)>f(xi).
Функция называется убывающей в некотором интервале, если для 
любых двух точек х/ их2, принадлежащих этому интервалу, из неравен­
ства х2>х/ следует неравенство f(x2)<f(x1).
Условие возрастания (убывания) функции.
Теорема. Если дифференцируемая функция f(x) возрастает на интер­
вале ]а, b[, то в любой точке х этого интервала производная данной 
функции положительна /'(*)>  0. Если дифференцируемая функция f(x) 
убывает на интервале }я, £>[, то в любой точке х этого интервала произ­
водная данной функции отрицательна /'(*) < 0 (рис. 59). Если диффе­
ренцируемая функция f(x) на интервале ]а,7>[ не изменяется (равна по­
стоянной величине), то ее производная /'(*) равна нулю.
Рис. 59
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2. Экстремумы функции, максимумы и минимумы.
Функции не всегда являются толь­
ко убывающими или возрастающими.
Часто функция меняет свое «направле­
ние» при переходе через какую-либо 
точку, как, например, на рисунке 60. В 
точках х-С , х=Е данная функция меняет 
возрастание на убывание, а в точке x=D 
-  убывание на возрастание. Такие точки 
называют точками экстремума функ­
ции.
Необходимое и достаточное условие существования экстремума.
Теорема. Если функция f(x), дифференцируемая на интервале ]а,й[, име­
ет в точке х0 экстремум, то ее производная в этой точке равна нулю:
/'(*) = 0.
Теорема. Если в точке х=х0 производная функции f(x) обращается в 
нуль и меняет знак при переходе через эту точку, то f(x0) -  экстремум 
функции,причём:
1) функция имеет максимум в точке х0, если знак производной меняет­
ся с плюса на минус (т. е. х0-е<х<х0, f ( x )>0; х0<х<х0+£, f  (х)<0).
2) функция имеет минимум в точке х0, если знак производной меняется 
с минуса на плюс (т. е. х0~е<х <х0, f(x)<0; х0<х<х0+е, f  (х)>0).
3) Если же при переходе через точку х=х0 производная функции не ме­
няет знака, то в этой точке функция f(x) экстремума не имеет.
Максимумом функции y=f(x) называется такое её значение yi=f(xj), ко­
торое больше всех других её значений, принимаемых в точках х, доста­
точно близких к точке х, (х3) и отличных от неё, т. e.f(x,)>f(x) (рис. 61.) 
Минимумом функции y=f(x) называется такое её значение yf=f(xj), ко­
торое меньше всех других её значений, принимаемых в точках х, доста­
точно близких к точке (х4) и отличных от неё, т. e.f(x2)<f(x) (рис. 61).
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Все точки внутри области определения, в которых производная 
функции равна нулю или не существует, называются критическими 
точками первого рода.
Приведем пример исследования функции на возрастание и убывание. 
Найдем промежутки возрастания и убывания функции
■3
/ О )  = х 3 - ^ х 2 - 6 х  + 4 . Первая производная данной функции имеет вид:
f(x) =3x2-3x-6=3(x2~x-2).
а) Находим точки экстремума функции. Производная обращается в 
нуль, когда х2-х-2=0, х ,= -1, х2=2. Это критические точки. Следова­
тельно, вся область определения функции делится на интервалы (рис. 
62): (-ос; -1), (-1; 2), (2; +оо).
б) Исследуем знак производной в каждом интервале:
Если х<-1, то f'(x) =3(х2-х-2) =3(х+1)(х-2)>0, т. к. (х+1)<0 и (х-2)<0 для 
любого х из данного интервала (подставляем любое число из данного 
интервала). Следовательно, функция возрастает на промежутке (-°о;-1). 
Если —1<х<2, то f  (х)=3(х2-х—2)-3(х+1)(х—2)<0, т. к. (х+1)>0 и (х—2)<0. 
Следовательно, функция убывает на промежутке (-1; 2). Если х>2, то 
Г(х)=3(х2-х-2)=3(x+J)(x-2)>0, т. к. (х+1)>0 и (х-2)><).Следовательно, 
функция возрастает на промежутке (2; оо).
в) Исследуем критические точки с помощью первой производной.
При переходе через критическую точку х= -1  (слева направо) первая 
производная меняет знак с плюса на минус. Следовательно, при х — —1 
функция имеет максимум max f(x)=f(-l) = 7,5. При переходе через кри­
тическую точку х=2 первая производная меняет знак минус на плюс. 
Следовательно, в этой критической точке функция имеет минимум min 
f(x)-f(2)= -  6. Общую картину можно представить в виде схемы на ри­
сунке 62:
Г(х)>0 Т -1 f ( x )< 0 l  2 f ( x )> 0 1
---------------• --------------------• ---------------► х
max min
рис. 62
Примечание. Чтобы найти наибольшее и наименьшее значение функ­
ции на отрезке, нужно вычислить значение функции во всех критиче­
ских точках и на концах отрезка, а затем из полученных чисел выбрать 
наибольшее и наименьшее.
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3. Применение второй производной к исследованию функций: вы­
пуклость и вогнутость функции, точки перегиба.
Рассмотрим понятия выпуклости и вогнутости функции (кривой). 
Кривая y=f(x) называется выпуклой на интервале ]а,б[, если она лежит 
ниже касательной, проведенной к этой кривой в любой точке М (х, f(x)) 
данного интервала (рис. 63).
Кривая y=f(x) называется вогнутой на интервале если она лежит 
выше касательной, проведенной к этой кривой в любой точке М (х, f(x)) 
данного интервала (рис. 64).
а в
Рис. 63 Рис. 64
Достаточное условие вогнутости (выпуклости) кривой.
Теорема. Если вторая производная функции y=f(x) положительна внут­
ри интервала ]а, />[, то график функции вогнут на данном интервале 
]я,б[. Если вторая производная функции y=f(x) отрицательна внутри ин­
тервала то функция выпукла на данном интервале ]а,б[.
Точкой перегиба непрерывной кривой 
у=Дх) называется точка, при переходе через 
которую кривая меняет свою выпуклость на 
вогнутость или наоборот.
Теорема. Если вторая производная f'(x )  в 
некоторой точке Хо обращается в нуль и при 
переходе через нее меняет свой знак на об­
ратный, то точка М (х0, f(xo)) является точ­
кой перегиба графика функции (рис. 65).
Примечание. Вторая производная приме­
няется также для определения максимума
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или минимума функции. Для этого существует следующее правило: ес­
ли в точке х=х„ первая производная функции y=f(x) равна нулю, а вторая 
производная отлична от нуля, то х0 будет точкой экстремума, причём:
1) х0 -  точка максимума, если /' '(хо)<0
2) х0 -  точка минимума, если f"(xo)>0.
Точки, в которых f ”(x0)=0  или не существует, называются критиче­
скими точками второго рода.
4. Построение графиков функций.
Все предыдущие теоремы и рассуждения позволяют исследовать 
весь ход изменения функции и построить ее график, согласно приве­
денной ниже схеме исследования.
Общая схема исследования функции:
1. найти область определения функции;
2. проверить, является ли функция чётной или нечётной, периодиче­
ской;
3. найти точки пересечения графика функции с осями ординат (если э го 
возможно).
4. Найти производную функции и её критические точки первого рода 
(экстремумы, f'(x)=0).
5. Найти промежутки возрастания и убывания (монотонности) функции 
(знаки / ' (х) на промежутках). Если f  (х)>0, то функция возрастает на 
данном промежутке | .  Если f(x )< 0, то функция убывает на данном 
промежутке J,.
6. Провести исследование функции на максимумы и минимумы с по­
мощью первой и второй производной (проверить, меняет ли знак 
первая производная при переходе через точку экстремума, и опреде­
лить знак f'(x )  в критических точках первого рода).
7. Найти точки перегиба функции (критические точки второго рода, 
f'(x)=0), выпуклость и вогнутость функции (анализируем знак вто­
рой производной в критических точках первого рода);
8. Найти значения функции во всех критических точках и построить 
график функции с учётом вычисленных точек.
Иногда для уточнения построения графика следует найти две-три 
дополнительных точки и не обязательно строго придерживаться данной 
схемы исследования, если это приведет к построению графика быстрее 
и качественнее. Приведем пример исследования функции с помощью 
производных и построения графика. Исследуем функцию
у - ~ х 4 - ^ х 3 - х 2 и построим ее график.
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Решение:
1. Область определения функции -  вся числовая прямая R.
2. Функция не является ни чётной, ни нечетной, ни периодической.
3. Найдём точки пересечения с ось Ох (т. е. корни функции):
у = - х 4 - - х 3 - х 2 = О 
4 3
Зх4 -  4х3 - \2х2 = О 
х2(3х2 -4*-12) = О 
х12 = О 
х3 = -1,4
*4 к  2,8
4. Находим производную / ' (х) = х3 - х 2 -2х = х(х2 -х -2 )  = (х+ 1)(х- 2)х 
Приравняв производную к нулю, получим критические точки: х=—1, 
х=0, х=2. Найденные критические точки разбивают числовую прямую 
на четыре промежутка ] -  °о;-1[, ] -1;0[, ]0;2f, ]2;+ оо[.
Знаки производной/’(х) в данных интервалах:
]-со;-1[: f(x )< 0 , функция убывает J.;
]-1;0[: f(x)>0 , функция возрастает 
]0;2[: f'(x)<0, функция убывает J;
]2;+ со[: f'(x)>0, функция возрастает
5. Найдём вторую производную функции: f"(x) = Зх2 ~ 2х-2 . В критиче­
ских точках первого рода —1 ,0 ,2  вторая производная имеет значения
f ' ( - l )  = 3 > 0 ,f  '(<)) = —2<0, f '(2 )  =б>0.
6. Найдём точку перегиба f  '(х) =Зх2-2х-2=0, тогда х,=1.22, х2= -  0.55. 






























































































7) По полученным точкам строим график функции (рис. 66):
Задания для решения:
Исследовать с помощью первой производной на максимум и минимум 
функцию:





217. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 
у=х3-1.5х2-6х+1 на отрезке [-2;0]
Исследовать функцию с помощью второй производной:
218. Найти интервалы выпуклости и вогнутости, точки перегиба кри­
вой Гаусса у = е~*г .
219. Найти точки перегиба графика функции flx)=x\
220. Найти точки перегиба графика функции у = .
Построить график функции:
221. у = х2 -  4jc 225. у = х3 -  6х2 + 9 х  -  3
222. у = х3-Зх2 +2 226. у = 4х2 -х* -3
223. у = х4 -  2х2 -  8 227. у = х3 — ^х2 — 6х ч* 4
224. у  = х 228. у  = х 2 + 4 х - 5
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Тема №17.
1. Дифференциал функции как главная часть приращения функ­
ции.
2. Применение дифференциала к приближенным вычислениям.
1. Дифференциал функции как главная часть приращения функ­
ции.
С понятием производной тесно связано понятие дифференциала 
функции. Пусть непрерывная функция fix) имеет производную в точке 
х0, тогда, согласно определению производной функции fix) в точке х0,
имеем: / '  (х0) = Нш ^  .
Л>->0 Ах
Отсюда следует, что для всех достаточно малых Лх справедливо при­
ближенное равенство — « / 'О 0) . Следовательно, Д/(х0)~ / '(х 0)Дх.
Ах
Выражение f'(xa)Ax называется главной частью приращения функции 
или дифференциалом функции и обозначается df.
df = f'(x0)Ax ~ Af(x0) .
Например, если рассматривать функцию fix) =х, то на основании форму­
лы для дифференциала имеем df = dx = f'(x)Ax = х’Ах = Лх, следовательно, 
df = dx = Ах. Таким образом, дифференциал функции равен произведе­
нию производной этой функции на дифференциал аргумента: 
d f  = f \ x ) d x .
Примечание. Короткая запись данных рассуждений имеет вид:
/ '( х 0)=  lim Af(x0) Д/(х0) . ■ f'(xa)-Ах « Д/(х0);/ '(х 0)Дх = df => df ~ А/(хц)
Дх Дх
Пользуясь определением дифференциалаdf{x) = f{x)dx , получаем вы­
ражение производной функции через дифференциал (или другую за­
пись определения производной функции):
dy/ '(х )  = dx
2. Применение дифференциала к приближенным вычислениям.
Используя выражение Д/(х0)и  / '( х 0)Дх, можно получить основную 
формулу для простейших приближенных вычислений. Учитывая, что 
приращение функции имеет вид Д/(х0) = / ( х 0+ Дх)- Д х 0) ,  получаем: 
д / (х0 ) = / ( Х 0  + Дх) -  / ( х 0) » / '  (х0 ) Дх => / ( х 0 + Дх) « Г (х0 )Ах + f(x0). 
Формула f ( x 0 +Дх) « / '( х 0)Дх + / ( х 0) применяется для приближен­
ных вычислений значений функции в точке. Из нее следует, что при-
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ближенное значение функции в некоторой точке х0+Ах равно произве­
дению производной функции в точке х0 на приращение аргумента плюс 
значение функции в точке х0.
Приведем пример приближенных вычислений значения функции с по­
мощью данной формулы. Найдем приближенное значение кубического 
корня (/26,19.
Решение: полагая х0 = 27, Дх = 27-26,19 = -0,81; /(х) = (/х,/'(х) = 1
используя формулу для





/ (*„ ) =  V27, /'(•*„) =
з^/гД ’
/(х0 +  Дх) =  (/27 +  (-0 ,8 1) =  (/26,19 +  (/27 =  -  ^  +  3 =  2,97
3(Ш 3-9
Примечание. Рассмотрим более подробно, что такое дифференциал 
функции, и какой аналитический и геометрический смысл он имеет. 
Пусть функция /(х) имеет производную:
.. Д/ lim —  :
А т->° Д х
Согласно теореме о связи бесконечно малой величины а(Ах) и предела 
функции (теорема не рассматривается), «снимая» знак предела в опре­
делении производной, получим:
7^-= /'(*) + «(А*)-Лх
Преобразуем это выражение: Д/ = /'(х)Дх + а(Дх)-Дх. Так как Дх-»0, то 
приращение функции Д/ состоит из слагаемых, каждое из которых есть 
бесконечно малая величина. Для того, чтобы определить, каким из этих 
слагаемых можно пренебречь, нужно определить порядок малости каж­
дого из слагаемых по отношению к Дх. Это значит выяснить, какое из 
слагаемых быстрее стремится к нулю при Дх->0. Для этого разделим 
каждое из них на Дх и найдем предел каждого из слагаемых в отдельно­
сти:
1) lim ^  = const
4  ь-ю Ах
Следовательно, слагаемое /'(х)Дх и Дх имеют одинаковый порядок ма­




2) п т — —— - п т « ( Д х ) - и .  Здесь используем определение понятия 
бесконечно малой величины: lira а(Ах) = 0 .Дх-»0
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Сравнивая выражения 1) и 2), можно сделать вывод, что бесконечно Ма- 
лая а(Лх)-Ах имеет более высокий порядок малости по отношению к 
бесконечно малой величине А х . Это означает, что в выражении 
A f = f'(x)Ax + a(Ax)-Ax  второе слагаемое быстрее стремиться к нулю при 
Ах-»0, чем первое. Поэтому, первое слагаемое f ( x ) A x  называют диф­
ференциалом функции в точке х  или главной частью приращения 
функции в точке х. Это и есть аналитический смысл дифференциа­
ла:
d f  =  f ( x ) A x  = f \ x ) d x .
ч
С геометрической точки зрения 
понять, что такое дифференциал, 
поможет рисунок 67.
Рассмотрим ещё раз определения 
производной, дифференциала и 
приращения функции. Итак,
¥  = Д х  о + Дх) -  fix  о) = [N M '\; 
dfix0) = f'ix0)-Ax.
Производная от функции в точке 
х о- f ' i x 0) = tga -  это тангенс угла 
наклона касательной к функции в 
точке Хо- Из прямоугольного тре­
угольника MLN следует, что 
df(x0) = tg a -A x  = [LN] т. е. диффе­
ренциал функции f ( x )  равен при­
ращению LN ординаты касатель-
Рис. 67
ной ML, проведённой к графику этой функции в точке М, когда аргу­
мент получает приращение Ах.
Сравним эти два отрезка [NM'] и [LN]. Очевидно, что они не равны 
и отличаются друг от друга на величинуа(Дх) • Ах : Af = d f  + а(Ах) ■ Ах . 
Пренебрегая бесконечно малой величиной а(Дх)Дх, получим: 
d f a Af а / '(х )Д х .
С помощью данной формулы дифференциал функции может быть ис­
пользован для приближенного вычисления значения функции. Пусть 
нам известно значение функции /(*) и её производная у = f'(x) в точке 
х0. Необходимо найти значение функции fix') в некоторой близкой точ­
ке х0 + Ах. Для этого воспользуемся приближенным равенством
Дf « f \ x 0)-Ax т. к. Д/ = (х0+Дх)-/(х0), то Д х0+Дх)-/(*0)» / '(х 0)-Дх от­
сюда:
Дх0 + Дх) « /'(х 0)Дх + Д х0).
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Именно эту формулу используют для приближенного вычисления зна­
чении функции в близкой к х0 точке (х„ + Дх).
Например, найдём приближенное значение функции y = ifx в точке
х0 + Ах:
I----  I—  V x o У хоУ*о + Ах И5/х0 + - — Ах, при х0 * О, где ---- = /'Оо)-
п х „  п х„
Задания для решения:
Найти дифференциалы функций:
229. 41 II 4 232. у  = arctg( 1 -  х)‘
230. у  = cos2 х 233. у = 1п-^ г-
X
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1. Первообразная функции и неопределенный интеграл. Свойства 
неопределенного интеграла. Основные формулы интегрирования.
2. Простейшие способы интегрирования: непосредственное и ин­
тегрирование подстановкой.
1.' Первообразная функции и неопределенный интеграл. Свойства 
неопределенного интеграла. Основные формулы интегрирова­
ния.
Известно, что многие математические операции образуют пары 
взаимно обратных действий. Например, сложение и вычитание, умно­
жение и деление, логарифмирование и потенцирование. Точно также и 
для операции дифференцирования существует обратная операция -  ин­
тегрирование или нахождение функции F(x) по известной ее производ­
ной /(х) = F'(x) или дифференциалу f ( x ) d x .  Функцию F(x) называют 
первообразной на заданном промежутке для функции f(x), если для всех
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х из этого промежутка F'(x)-f(x) или dF(x) = f(x)dx. Например, функция
F(x)=— есть первообразная для функции f(x)-х  на промежутке ]^о;оо[,
т. к. /г'(л) = 
что функция
= -■4х = х3 = / ( х) для всех ха] -  оо;оо[. Можно заметить,
+ 6 имеет ту же самую производную х ; поэтому
+ 6 также есть первообразная для f(x) = x3 на всей области опреде­
ления. Ясно, что вместо «6» можно поставить любую постоянную «С». 
Таким образом, задача нахождения первообразной неоднозначна. Она 
имеет бесконечное множество решений.
Совокупность первообразных F(x)+C для данной функции Дх)бх на­
зывают неопределённым интегралом от функции f(x) и обозначают 
jf(x)dx:
j / (x)dx = F(x) + С .
Основные свойства неопределённого интеграла:
1. Производная от неопределённого интеграла равна подынтегральной 
функции:
{\f(x)dx} = [FW + с ]  = F\k) = f{x)
2. Дифференциал от неопределённого интеграла равен подынтеграль­
ному выражению:
d\\f{x)dx]= d\Fix) + С] = [/ (^z) + cjdx = F\x)dx = f{x)dx
3. Интеграл от дифференциала первообразной равен самой первообраз­
ной:
+ С]= \dF(x) = \f(x)dx = Fix) + С
4. Постоянный множитель можно выносить за знак неопределённого 
интеграла:
k^f{x)dx = k Jf(x)dx
5. Интеграл от алгебраической суммы равен алгебраической сумме ин­
тегралов слагаемых:
J( /| (*) + /г (х) -  /з (X))dx = \fdx-v J /3c&c
6. Дополнительное свойство: Если F'(x)=0 на некотором промежутке, 
то функция F — постоянна на этом промежутке.
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Основные формулы интегрирования.
1. | dx = x + C
2. Г—  = 1пЫ + С
J X
Г х"*'3. \x"dx =-----+ С, п ф -  1
п +1
4. fa'abc = —— к С /
J In а
5. Je ГЛ = е’ + С
12. Jcos xdx = sin х + С
13. Jsin лгайс = — cos х + С
14. J ^  =lgx +С
15. \- ^ г —=-clgx + С
J  o i "  1







= arctgx + C







8. jig xdx = -  lnjcos xj + C
9. Jclg xdx = ln|sin x| + C
10. Jcos ecxdx = lnjlg i






1 x— arctg- + C 
.a + x a a
dx 1 . a + x _ — In------+ C
a1- x 1 2 a a - x
dx
x - a  
dx
4a2
1 . x - aу = — In------+ C
2a x + a
X
- =  arcsin — + C
20. \-Ja2 - x 2dx = — 4a2 - x 2 + —  arcsin —+ C
J 2 2 a
21. Jarcsinxdx = x arcsinx + V l-x 2 +C
2. Простейшие способы интегрирования: непосредственное интег­
рирование и интегрирование подстановкой.
Непосредственное интегрирование.
Непосредственное интегрирование -  это нахождение интегралов 
функции, основанное на прямом применении свойств неопределённых 
интегралов и таблицы основных формул интегрирования.
Например:
1) J(x -3 )2dx= J o 2 -6 x  + 9)dx= Jx2A-6jxr£c + 9ja!x = ^ - -3 x 2 +9x + C ;
2) j2cosxd!r = 2sinx + C .
Интегрирование подстановкой (замена переменной).
Способ подстановки заключается в том, чтобы перейти от данной 
переменной интегрирования к другой переменной с целью упростить 
подынтегральное выражение и привести его к одному из табличных ин­
тегралов. Общих правил для выбора вида новой переменной не сущест­
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вует, задача решается в каждом конкретном случае индивидуально. Од­
нако существует определённая последовательность действий для данно­
го метода. Например, найдем следующий интеграл: Je2l+3dc. Порядок 
действий будет следующий:
1. Введём новую переменную t, связанную с х следующей зависимо­
стью:
2х+3 =/.
2. Возьмём дифференциал от левой и правой части этого равенства:
d( 2х + 3) = dt
(2х+ 3 )'dx = dt
„ , , , dt2 dx = dt=>dx = —2
3. Теперь вместо 2x+3 и dx в подынтегральное выражение подставим 
их выражения через новую переменную t. Тогда получим:
Гe2x*3dx = — \e'dt = —е' + С .
J 2 J 2
4. Теперь нужно вернуться к прежней переменной х:
- е '  + C = - e 2l+3+C .
2 2
Таким образом, мы получили искомый интеграл: je 2*+3dx = ^ е 2х*3 + С .
Можно убедиться в правильности решения, если продифференцировать 
полученную первообразную:
f i e 2'*3 + с] = ~ е 2х+3 ■ (2х + 3)’ = | е 2г+3 • 2 = е2"+3.
Задания для решения:
Найти неопределённый интеграл:
240. J o 2 + \)dx;
241. j(cos j: + x)dx ;
242. J(l-cos3x)<&
243
244. f . 1 dx
Ч З х - 2
245. f-----— zrdx





251. J ^  + 2 j* .
252. J(5x2 -  \)dx
253.
254. J
-  • X 27 sin — + -
3 cos 4x 
dx
>
sm icos x 
x s xdx255. f-
J1
256. fsin2 — dx 
J 2
257. fe e ’1"* cosxdx
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247. J c o s2 xdx 258.
248. J c o s3 jc sin xdx
259.
249. jex ■x2dx
c( x ^ 260.250. 2sin —+ 3cos6jt \dx\  5 J
Тема № 19.
1. Геометрический смысл определённого интеграла: площадь кри­
волинейной трапеции.
2. Свойства определенного интеграла. Формула Ньютона -  Лейб­
ница.
3. Применение метода замены переменной для вычисления опреде­
ленного интеграла.
1. Геометрический смысл определённого интеграла: пло­
щадь криволинейной трапеции.
Понятие определенного интеграла широко используется в матема­
тике и в различных прокладных науках. Например, при вычислении 
площадей фигур, ограниченных кривыми, объемов тел произвольной 
формы, работы переменной силы, и т. д. В свою очередь, задача вычис­
ления площади криволинейной трапеции приводит к определению по­
нятия определенного интеграла.
Пусть имеется непрерывная функция у -  f(x) на отрезке [а;Ь]. Фи­
гуру, ограниченную сверху кривой у -  /О ) с ординатами АА0, ВАП и 




Найдём площадь этой криволинейной трапеции. Для этого:
1) Разобьем отрезок [а,Ь\ на п необязательно равных частей и обозна­
чим точки следующим образом: а = ха <х, <х2...<х„ =Ь
2) Из этих точек х!у х2,...хп., восстановили перпендикуляры до пересече­
ния с кривой у = f(x).  Таким образом мы всю нашу криволинейную 
трапецию разбили на п элементарных трапеций
3) В произвольной точке С, каждого из отрезков Ах, найдём значение 
f(Ci) (f(C0), f(C,)...f(Cn.,)). Построим ступенчатую фигуру, состоящую 
из прямоугольников с основаниями Их, и высотами/(СД
4) Элементарная площадь i-ro прямоугольника будет S, = /(С,)(х,_, -х,)
5) Площадь всей ступенчатой фигуры, покрывающей криволинейную 
трапецию, будет равна сумме площадей прямоугольников, из кото­
рых состоит ступенчатая фигура:
s„ = / ( с о К-*, -  х0) + /(С , )(х2 -  х,) +... + /(С„_, )(х„ -  х„_,)
Поставим вместо знака «+» знак суммы «X»:
S. = 5  /(С,- )(хм -  х ,) = £  /(С , )Дх, .
; = 0  js*0
Эта сумма Sn, которая называется интегральной суммой, может быть 
больше или меньше истинного значения площади искомой трапеции. 
Наиболее близким значением к истинной величине площади будет пре­
дел интегральной суммы при условии, что элементарные отрезки Ах, 
будут очень маленькими, т. е. длинна наибольшего из них будет стре­
миться к нулю (шах Ах, ->о), а их самих будет больше (и—>°о).Тогда:
5= lim Е /(с ,)ах
ш а х  Ах, —►О / = О
Этот предел интегральной суммы (если он существует) называется оп­
ределённым интегралом от функции / ( х)на отрезке [a,b] и обозна­
чается.
\ f { x ) d x  = lim
m ax Д г, -> 0  /= 0
Читается: «определённый интеграл от а до Ь эф от икс дэ икс». Числа а 
и Ъ называются соответственно нижним и верхним пределами интегри­
рования, /(х) - подынтегральной функцией, х -  переменной интегриро­
вания. Таким образом, площадь криволинейной трапеции численно 
равна интегралу от функции, ограничивающей трапецию, взятому 
на интервале интегрирования [а\Ь]:
S="\f(x)dx.
Это и есть геометрический смысл определённого интеграла.
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Примечание. Определённый интеграл — это число, в отличие от неоп­
ределённого интеграла, который равен совокупности функций -  перво­
образных.
2. Свойства определённого интеграла. Формула Ньютона -
Лейбница.
Рассмотрим свойства определенного интеграла.
1. определённый интеграл не зависит от обозначения переменной ин­
тегрирования
\f{x)dx = \f{t)dt = ]f{u)du
a  t0 « о
2. Определённый интеграл от суммы конечного числа непрерывных 
функций, заданных на отрезке [a,b\ равен сумме определённых инте­
гралов слагаемых функций:
J(/i(*) + /г (*) + ■•■)*= \f\{x)dx+ J /2 (*)<&+....
3. Постоянный множитель «Ь> в подынтегральном выражении выно­
сится за знак интеграла:
Ь Ь
jV(x)A = k^f (x)dx.
а  а
4. Если верхний и нижний пределы интегрирования поменять местами, 





5. Если существуют интегралы J/0>& и jf(x)dx, то существует также
а с
Ь




6. jdx = b -a  при афЬ. Это свойство вытекает из того, что неопределён-
а
Ь
ный интеграл jdx = x, т. е. равен некоторой длине отрезка, началом и 
концом которого будут точки а и Ъ этого отрезка.
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Формула Ньютона -  Лейбница.
Как отмечалось выше, неопределённый интеграл -  это совокуп­
ность первообразных функций, а определённый интеграл — число. Меж­
ду ними существует определённая связь, которую устанавливает фор­
мула Ньютона -  Лейбница и выражается в виде теоремы.
Теорема. Значение определённого интеграла равно разности значений 
любой первообразной от подынтегральной функции, взятой при верх­
нем и нижним пределах интегрирования:
Ь
j'f{x)dx = F(x) I* = F(b) -  F(a), где F’(x) = f{x).
Таким образом, нахождение определённого интеграла сводится к сле­
дующим операциям:
1) находят первообразную для данной функции;
2) вычисляют первообразную для данных частных значений верхнего и 
нижнего пределов интегрирования (подставляют пределы интегрирова­
ния в первообразную вместо х);
3) находят разность частных значений первообразной F{b) - F(a).
Например: 1х3<& = — |3 = — -  — = — = 20,25 -  4 = 16,25 .
2J 4 4 4 4 4
Как и для неопределённого интеграла, этот метод называется ме­
тодом непосредственного интегрирования. Он применим для наиболее 
простых функций и использует первообразные, которые есть в таблице 
неопределенных интегралов. Если же интегрируемая функция является 
сложной, и её непосредственно проинтегрировать не получается, то 
применяют другие методы, например, метод замены переменной.
3. Применение метода замены переменной интегрирования для 
вычисления определённого интеграла.
Из установленной с помощью формулы Ньютона-Лейбница связи 
между определённым и неопределенным интегралами следует, что для 
вычисления определённого интеграла можно также применять метод 
замены переменной. Так же, как и для неопределенного интеграла, вво­
дится новая переменная, с помощью которой интеграл становится таб­
личным. Отличие состоит в том, что при этом обязательно нужно заме­
нить пределы интегрирования определенного интеграла. Рассмотрим 
применение метода замены переменной интегрирования дл вычисления 
определенного интеграла на примере. Найдем определенный интеграл
*/




1. Введём новую переменную t, связанную с х следующей зависимо­
стью:
t = sin х;
2. Возьмём дифференциал от левой и правой части этого равенства:
a?(sinx) = dt 
cos xdx = dt ;
dx ■ dt
COST
3. Найдем новые пределы интегрирования, т. к., согласно свойству оп­
ределенного интеграла, изменение переменной интегрирования тре­
бует изменения пределов интегрирования:
. яt = sin —верх  ^•
4. Теперь вместо sinx и dx в подынтегральное выражение подставим их 
выражения через новую переменную t, а вместо старых пределов 
подставим новые и применим формулу Ньютона -  Лейбница:
sin* = t
к/
Jesm v cos xdx
£/(sinx) = dt 
cos xdx = dt
. ж t = sm — = Iверх. ^
' . = sin 0 = 0
je 'd t =e' |o= e‘-e° = 2,7 -1  = 1,7 .
о
Таким образом, мы вычислили определенный интеграл.





Гx2dx 267. J2 5x*'dx
-! 0
я- I
Jsin xdx 268. je3‘-2dx
0 0















111.  J sin x ■ cos2 xdx
0
n/П
272 . ^sin1 x d x .
0
97
РУССКО -  АНГЛИЙСКИЙ












АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ, -ая, -ое, -ие 
алгебраическое выражение 





АНАЛИЗИРОВАТЬ, /, нес. в., что?
(1 л. мн. ч. АНАЛИЗИРУЕМ), 
ПРОАНАЛИЗИРОВАТЬ, /, сов. в. 







АНАЛОГИЧНО, чему? нареч. 





по аналогии (с чем?) 
по аналогии с предыдущим примером 
АРГУМЕНТ
аргумент комплексного числа 
аргумент функции 
АРИФМЕТИКА
АРИФМЕТИЧЕСКИЙ, -ая, -ое, -ие 
арифметическое действие 


















algebraic (al) expression 
algebraic (al) operation 
algebraic (al) fraction 
algebraic (al) root 
















by analogy (with), on the analogy (of) 
by analogy with the previous example 
argument
argument of a complex number














































две пересекающиеся окружности могут
иметь не более двух общих точек
БОЛЬШЕ, чего? (ант. меньше)
пять больше трех





БРАТЬ, /, нес. в. что?, чем?, за что?, (1 л.
мн. ч. БЕРЕМ), ВЗЯТЬ, /, сов. в., (1 л. мн.
ч. ВОЗЬМЁМ)
брать точку на прямой










from zero to infinity 
infinite
infinite decimal fraction 
infinite multitude 
infinite progression 





bisector of an angle 







two intersecting circumferences may have
not more than two common points
greater (ant smaller, less)







to take a point on a straight line 




введение вспомогательного неизвестного 
ВВЕСТИ (см. вводить)
ВВОДИТЬ, //, нес. в., что?, куда?,
ВВЕСТИ, /, сов. в., (1 л. мн. ч. ВВЕДЁМ;
прош. вр. ВВЁЛ, ВВЕЛИ)




ВЕЛИЧИНА, род. п„ ед. ч. ВЕЛИЧИНЫ
им. п., мн. ч. ВЕЛИЧИНЫ
абсолютная величина

































равенство, верное при всех числовых 
значениях букв
introduction
to introduce an auxiliary unknown 
to introduce, to put in





absolute value, absolute quantity 




value sought for, unknown value 
initial value 
imaginary value
monotonically increasing quantity 




















theory of probability 
probable 
probable error 
proper, correct, true 
correct solution
equality holds true with every numerical 
values of letters
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приводить к простейшему виду 
принимать вид
ВНЕШНИЙ (ант. внутренний) 
ВНУТРИ (ант. вне) 
внутри угла














vertex of a polygon
vertex of a parabola
vertex of a pyramid
vertex of a triangle, apex of a triangle
vertex of an angle
branch
branch of a hyperbola 









mutually intersecting lines 
mutually contrary quantities 





form of an equation




to reduce to the simplest form
to take shape (form)




raising to a power, involution
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(син. возвышение в степень) 




число, возведённое в степень 
ВОЗВЕСТИ (см. возводить) 
ВОЗВОДИТЬ, //, нес. в., что?, во что?, (1 
л. мн. ч. ВОЗВЕДЁМ), прош. вр.
ВОЗВЁЛ, ВОЗВЕЛИ (син. возвышать) 
возводить число во вторую степень 
(в третью, в n-ю степень) 
ВОЗРАСТАНИЕ (ант. убывание) 
по мере возрастания 
при возрастании
располагать числа в порядке возрастания 
ВОССТАВЛЯТЬ, /, нес. в., что?, к чему?, 
в чём?, ВОССТАВИТЬ, //, сов. в 
восставить перпендикуляр к прямой А В 
в точке С
ВЫБИРАТЬ, /, нес. в. что?, ВЫБРАТЬ, /,






ВЫВОД, из чего? 
делать вывод из сказанного
1 ВЫВОДИТЬ (выносить), //, нес. в., 
что?, из чего?, ВЫВЕСТИ, /, сов. в. (1 л. 
мн. ч., ВЫВЕДЕМ; прош. вр. ВЫВЕЛ. 
ВЫВЕЛИ)
выводить множитель из-под знака 
радикала
2. ВЫВОДИТЬ, //, нес. в., что?, 
ВЫВЕСТИ, /, сов в., из чего? 
выводить (вывести) формулу 
ВЫДЕЛИТЬ (см. выделять)
ВЫДЕЛЯТЬ, /, нес. в., что?,
ВЫДЕЛИТЬ, //, сов. в.
выделять целое число из неправильной
дроби
ВЫНЕСЕНИЕ, чего?, за что? 
вынесение из-под знака корня (радикала) 
вынесение множителя за скобки
ВЫНОСИТЬ, //, нес. в., что?, за что?, 
откуда?, чем?, ВЫНЕСТИ, /, сов. в. (1 л.
raising to an integral (fractional, zero, 
positive, negative) power
raised
number raised to a power 
to raise, to involute, to involve
to raise a number to the second power 
(the third power, the n power) 
increasing (ant. decreasing), ascending 
while increasing 
while increasing
to arrange numbers in ascending order 
to raise, to erect
erect the perpendicular to the straight 
line AB at the point C 
to choose, to select




to draw a conclusion from the above
mentioned
to take out
to take a multiplier out of radical 
to deduce
to deduce a formula 
to take out
to take out a whole number from an
improper fraction
carrying out, taking out
carrying out of radical
taking out (carrying out) of the common
factor of brackets
to take out, to carry out
103
мн. ч. ВЫНЕСЕМ; прош. вр. ВЫНЕС, 
ВЫНЕСЛИ)
выносить выражение (множитель) 
за скобки
выносить число из-под знака радикала 
ВЫПИСАТЬ (см. выписывать) 
ВЫПИСЫВАТЬ, /, нес. в., что?, 
ВЫПИСАТЬ, /, сов. в. (1 л. мн. н. 
ВЫПИШЕМ)
выписывать данные из условия задачи
выписывать члены уравнения, 
содержащие х
ВЫПОЛНИТЬ (см. выполнять) 
ВЫПОЛНЯТЬ, /, нес. в., что?, 










ВЫРАЖАТЬ, /, нес. в., что?, в виде 
чего?, через что?, в чём?, чем?, 
ВЫРАЗИТЬ, //, сов. в. 
выражать длину отрезка числом
выражать зависимость в виде уравнения
выражать х через у
выражать число в процентах 
ВЫРАЖАТЬСЯ, /, нес. в., чем?, 
ВЫРАЗИТЬСЯ, //, сов. в. 
выражаться формулой 
ВЫРАЖЕНИЕ, чего?, в чём?, через что? 




ВЫРАЖЕННЫЙ, в виде чего?, через 
что?
зависимость, выраженная в виде 
формулы
член уравнения, выраженный через х 
ВЫРАЗИТЬ (см. выражать)
ВЫСОТА
to take an expression out of brackets 
(as a factor)
to take a number out of radical 
to copy out, to write out, to extract
to copy out data from condition of a 
problem
to copy out the terms of an equation 
containing x
to carry out, to do
to carry out an operation 
to do a construction 
convex (ant. concave) 
convex curve 




to express (in form of)
to express the length of a segment in 
figures
to express dependence in the form of 
an equation
to express x in terms of y, to express x 
through у
to express a number in percentage 
to be expressed in form of
to be expressed as a formula 
expression
expression of a fraction in percentage 
algebraic(al) expression 
expression in letters 
radicand expression 
expressed
dependence expressed as a formula 











ВЫТЕКАТЬ, /, нес в., из чего? (син. 
следовать)
из теоремы вытекает следствие 
ВЫХОДЯЩИЙ, -ая, -ее, -ие, из чего? 
луч, выходящий из точки А 
ВЫЧЕРКНУТЬ (см вычёркивать) 
ВЫЧЁРКИВАТЬ, /, нес. в., что?, 
ВЫЧЕРКНУТЬ, /, сов. в.







результат, вычисленный с данной 
степенью точности 
ВЫЧИСЛИТЬ (см. вычислять) 
ВЫЧИСЛЯТЬ, /, нес. в., что, 
ВЫЧИСЛИТЬ, //, сов в. 
вычислить 20% от 60 
ВЫЧИТАЕМОЕ, сущ.
ВЫЧИТАНИЕ (ант. сложение) 
ВЫЧИТАТЬ, /, нес. в., что?, из чего? 
ВЫЧЕСТЬ, /, сов. в. (1 л., мн. ч 
ВЫЧТЕМ; прош. вр. ВЫЧЕЛ, ВЫЧЛИ) 
вычесть три из пяти
ГЕКСАЭДР (син. шестигранник) 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ, -ая, -ое, -ие 










altitude of a cone 
altitude of a parallelogram 
altitude of a pyramid 
altitude of a prism 
altitude of a segment 
altitude of a trapezium 
altitude of a triangle 
altitude of a cylinder 
to follow
the consequence follows from a theorem 
going out
ray going out of point A 
to cancel
calculation
approximate (rough) calculation 
accuracy of calculation 
to carry out a calculation 
lo make calculation 
calculated
result calculated with the given degree of 
accuracy
to calculate
to calculate 20% from 60 
subtrahend
subtraction (ant. addition) 
to subtract, to take
to take three from five
hexahedron 
geometric (al)
geometric (al) locus of points 
geometric (al) progression 
geometric (al) solid 
geometric (al) figure 












































ГРУППИРОВАТЬ, /, нес. в., что? 
(1 л. мн. ч. ГРУППИРУЕМ), 
























bound, boundary, limit 
bound of a plane 
upper bound, upper limit 
lower bound, lower limit 
face
face of a dihedral angle 
face of a polyhedron 
face of a polyhedral angle 
lateral face 
graph, diagram 
graph of a function 
graphically





graphical method of solving
group
to group
to group items 
grouping 
grouping of items 
grouping of terms 
way (method) of grouping
Д
ДАНО, прич. it is given






















действие над целыми числами 
действия I, II, III ступени 
арифметическое действие 
обратное действие










ДЕЛАТЬ, /, нес. в., что?, чем?,
СДЕЛАТЬ, /, сов. в. (син. ВЫПОЛНИТЬ,
ПРОИЗВОДИТЬ)
делать вычисления
делать первое число числителем
ДЕЛЕНИЕ, чего?, на что?
деление без остатка
деление дроби на целое число





число, делённое на два
ДЕЛИМОЕ, сущ.
ДЕЛИМОСТЬ, ж. р. только ед. ч.



















operation on whole numbers (integers
the 1st, the 2nd, the 3d stage operations
arithmetic(al) operation
inverse operation
division is the inverse operation to
multiplication







to do (syn. to make, to carry out, to 
produce)
to carry out a calculation
to make the first number a numerator
division
exact division
division of fraction by an integer 
division into equal parts 
halve
division with a remainder 
short division 
divided






ДЕЛИТЕЛЬ, м. р. 
общий делитель
наибольший общий делитель (НОД) 
ДЕЛИТЬ, //, чес. в., что? на что?, 
чем? РАЗДЕЛИТЬ, //, сов. в. (ант. 
УМНОЖАТЬ), 
делить дробь на целое число 
делить многоугольник диагоналями
1. ДЕЛИТЬСЯ, //, нес. в., на что?, 
РАЗДЕЛИТЬСЯ, //, сов. в. 




2. ДЕЛИТЬСЯ (классифицироваться), //, 
только нес. в., на что?
целые числа делятся на чётные и 
нечётные
ДЕЛЯЩИЙ, -ая, -ее, -ие 
линия, делящая угол пополам
ДЕЛЯЩИЙСЯ, -аяся, -ееся, -иеся 








ДЕСЯТОК, род. п., ед. ч, ДЕСЯТКА, 
им. п. мн. ч. ДЕСЯТКИ, род. п. мн. ч. 
ДЕСЯТКОВ 
ДЕЦИМЕТР 













divisibility of numbers 
special criteria for divisibility 
divisor
common divisor
the greatest common divisor (GCD) 
to divide (ant. multiply)
to divide a fraction by an integer 
to divide a polygon by diagonals 
to divide, to be divisible
to divide exactly without a remainder 
to divide by two
to divide without a remainder (about 
whole numbers) 
to divide with a remainder 
to subdivide into, to be subdivided into 
(to be classified)
integers subdivide into even numbers 
and odd numbers 
dividing, divisible
line halving an angle, line bisecting an
angle
dividing
















diameter of a circle 
diameter of a circumference 





















ДОКАЗЫВАТЬ, /, нес. в., что?,
ДОКАЗАТЬ, /, сов. в. (1 л. мн. ч.
ДОКАЖЕМ)
доказывать теорему
... что и требовалось доказать
ДОЛЯ (син. часть)




ДОПОЛНИТЬ (см. дополнять) 
ДОПОЛНЯТЬ, /, нес. в., что?, до чего?, 
ДОПОЛНИТЬ, //, сов. в. дополнять 
левую часть уравнения до полного 
квадрата
дополнять угол до 90°
ДОПУСКАТЬ, /, нес. в., ДОПУСТИТЬ.
//, сов. в. (1 л. мн. ч. ДОПУСТИМ) 
допускать, что А -  В 
ДОПУСТИМЫЙ 
допустимое значение 
ДОПУСТИТЬ (см. допускать) 
ДОСТАТОЧНО













length of a circumference 
true length 
measure of length 




reductio ad absurdum proof, the rule of 
contraries
to prove, to demonstrate
to prove a theorem
QED (Quod erat demonstrandum), which 
was to be proved 
part, share, portion
the tenth (the hundredth, the thousandth) 
parts of a number
additional, complementary, supplement 
complementary multiplier 
complementary angle, supplement angle
to add, to supplement
to make the left part of an equation up to a 
perfect square
to supplement an angle up to 90°, to 
make an angle 90° 
to assume, to admit









fractional exponent (fractional power) 
fractional number
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если в уравнении a+b = c+d, и а = с, то и 
b = d
если и только если ...
ЗАВИСЕТЬ, //, только нес. в., от чего? 
знак произведения зависит от знаков 
сомножителей
ЗАВИСИМОСТЬ, ж. р., между чем?, 
чего?, от чего?








vulgar fraction, simple fraction
recurrent continued fraction, periodical
fraction
proper fraction




pure recurring continued fraction
arc





unit of length 
unit of measurement 
unit of scale 
unit of volume 
unit of area




the only, sole 
unique solution 
if..., then...
if in equation a+b = c+d and a = c, 
then b=d
if and only if, when and only when..
to depend on
sign of product depends on signs of
factors
dependence










ЗАДАВАТЬСЯ, /, нес. в., чем?, (1 л. мн.








1. ЗАКЛЮЧАТЬ (выводить, 
резюмировать), /, нес. в., из чего?, 
ЗАКЛЮЧИТЬ, //, сов. в.
из сказанного заключаем, что х>0
2. ЗАКЛЮЧАТЬ, /, нес. в., что?, во 
что?, ЗАКЛЮЧИТЬ, //, сов. в. 
заключать в скобки 
ЗАКЛЮЧАТЬСЯ, /, нес. в., в чем? 
задача заключается в том, чтобы... 
метод заключается в следующем 
ЗАКЛЮЧЁННЫЙ, между чем?









ЗАКОНОМЕРНОСТЬ, ж. р. 
ЗАКОНОМЕРНЫЙ 
закономерное явление 
ЗАМЕНА, чего?, чем? 
замена коэффициентов свободными 
членами
ЗАМЕНИТЬ (см. заменять)
ЗАМЕНЯТЬ, /, нес. в., что?, чем?,













function is given by an equation 
given
given value, given quantity 
given example
problem
to conclude (to deduce, to summarize)
from the above mentioned we conclude that 
x>0
to enclose, to put in
to put in brackets 
to be enclosed, to be 
the problem is that... 
the method is as following 
contained







regularity, conformity with a law
regular, natural
regular effect, natural phenomenon 
substitution, replacement 
replacement of coefficients by free terms
to substitute








ЗАМЫКАТЬ, /, нес. в., что?, 
ЗАМКНУТЬ, /, сов. в. 
замыкать ломаную линию 
ЗАМЫКАЮЩИЙ, -ая, -ее, -яе 
замыкающий отрезок 
ЗАНИМАТЬ, / нес. в., что?, ЗАНЯТЬ, /, 
сов. в. (3 л. ед. ч. ЗАЙМЕТ) 




ЗАПИСАТЬ (см. записывать) 
ЗАПИСЫВАТЬ, /, нес. в., что?, где?, в 
виде чего?, ЗАПИСАТЬ /, сов. в. (1 л. мн.
ч. ЗАПИШЕМ)
записывать уравнение на доске
записывать целое число в виде дроби
ЗАПОЛНИТЬ (см. заполнять) 
ЗАПОЛНЯТЬ, /, нес. в., что?, 
ЗАПОЛНИТЬ, //, сов. в. 
заполнять таблицу 
ЗАПОМИНАТЬ, /, сов. в., что?, 
ЗАПОМНИТЬ, //, сов. в. 
запоминать формулу 
ЗАПОМНИТЬ (см. запоминать) 
ЗАСЕЧКА
сделать засечку радиусом 
ЗАШТРИХОВАТЬ (см. штриховать) 
ЗВЕЗДА
пятиугольная звезда


















to close a broken line 
closing
closing segment 
to occupy, to take
ray may take position О A
stock, reserve, margin
margin of numbers, reserve of numbers
to write down
to write down an equation on the 
blackboard
to write down a whole number (integer) in 
the form of a fraction
to fill
to fill a table
to remember, to memorize, to keep in 
mind, to store 
to remember a formula
mark









sign of subtraction 
sign of division 

















приводить дроби к общему знаменателю













возвести число в степень п -  значит 






ИЗБАВИТЬСЯ (см. избавляться) 
ИЗБАВЛЯТЬСЯ, /, нес. в., от чего?, 
ИЗБАВИТЬСЯ, //, сов. в. 
избавляться от иррациональности 
ИЗБИРАТЬ, /, нес. в., что?, ИЗБРАТЬ, /, 
сов. в. (1 л. мн. ч. ИЗБЕРЁМ) 
избирать способ решения 
ИЗБРАТЬ (см. избирать)
ИЗБЫТОК, род. п. ед. ч. ИЗБЫТКА (ант. 
недостаток) 
отложиться с избытком 
приближение по избытку 
ИЗВЕСТНЫЙ
sign of equality 
sign of addition 




under radical sign 
rule of signs 
denominator
common ratio of geometric (al) progression
denominator of a fraction
common denominator















to raise a number to the power of n means 








to spare from irrationality 
to choose
to choose method of solution
surplus, excess (ant. deficiency, 
inadequacy, shortage) 
to mark off with excess 




ИЗВЛЕКАТЬ, /, нес. в., что?, из чего?, 
ИЗВЛЕЧЬ, /, сов. в. (1 л. мн. ч. 
ИЗВЛЕЧЁМ, 3 л. ед. ч. ИЗВЛЕЧЕТ, 3 л. 
мн. ч. ИЗВЛЕКУТ, прош. вр. ИЗВЛЕК, 
ИЗВЛЕКЛИ)
извлекать корень из числа 
ИЗВЛЕКАТЬСЯ, /, нес. в., из чего?, 
ИЗВЛЕЧЬСЯ, /, сов. в. (3 л. ед. ч. 
ИЗВЛЕЧЁТСЯ, прош. вр. ИЗВЛЕКСЯ, 
ИЗВЛЕКЛИСЬ)
из данного числа корень не извлекается
ИЗВЛЕЧЕНИЕ, чего?, из чего? 




ИЗЛАГАТЬ, /, нес. в., что?, ИЗЛОЖИТЬ, 
//, сов. в.
излагать новый материал 
ИЗЛОЖИТЬ (см. излагать)
ИЗМЕНИТЬ (см. изменять) ИЗМЕНЯТЬ, 
/, нес. в., что?, на что?, ИЗМЕНИТЬ, //, 
сов. в.






иметь два (три) измерения
ИЗМЕРИТЬ (см. измерять)
ИЗМЕРЯТЬ, /, нес. в., что?, с помощью 
чего?, чем?, ИЗМЕРИТЬ, //, сов. в. 
измерять длину отрезка с помощью 
линейки
измерять отрезок отрезком
ИЗМЕРЯТЬСЯ, /, нес. в., в чём?, чем?, 
вписанный угол измеряется 
половиной дуги
углы и дуги окружности измеряются в 
угловых и дуговых градусах 
ИЗОБРАЖАТЬ, /, нес. в., что?, чем?, в 
виде чего?, на чём?, ИЗОБРАЗИТЬ, //, 
сов. в.
изображать действительные числа 




to extract a root from a number 
to be extracted
it is impossible to extract a root from this
number
extraction
extraction of a root from a number
bend
to explain, to set forth 
to explain a new material 
to change
to change "plus" by "minus" 
measurement, dimension 
measurement of arcs 
dimension of a scale 
measurement of areas 
measurement of angles 
to have two (three) dimensions
to measure
to measure the length of a segment with the 
help of a ruler
to measure a segment with the help of 
another segment 
to be measured
the inscribed angle is measured by half of 
the arc
angles and arcs are measured in angular and 
arc degrees
to express, to represent, to image
to express real numbers in the form of





ИЗОБРАЗИТЬ (см. изображать) 
ИКОСАЭДР (син. двадцатигранник) 
ИЛЛЮСТРИРОВАТЬ, /, нес. в., что?, 
чем?, (1 л. мн. ч. ИЛЛЮСТРИРУЕМ) 




ИМЕТЬ, /, нес. в. 
иметь решение 
ИМЕЮЩИЙ, -ая, -ее, -ие 















ИСКЛЮЧАТЬ, /, нес. в., что?, из чего?,
ИСКЛЮЧИТЬ, //, сов. в.
исключать х из уравнения









ИСПОЛЬЗОВАТЬ, /, нес. в. и сов. в.,




ИССЛЕДОВАТЬ, /, нес. в. и сов. в., что?












to have a solution 
having














to eliminate, to exclude
to eliminate x from an equation





unknown, sought for 
value sought for, unknown value 
utilization, using 
to utilize, to use
to use a pair of compasses 
analysis, research, investigation 
analysis of an equation 
to analyse, to investigate







ИСХОДИТЬ, //, только нес. в. из чего?
исходить из теоремы






исходя из теоремы ...





каждый член уравнения умножим 
на х
КАКОЙ-НИБУДЬ, ж. р. КАКАЯ-
















прямая, касательная к окружности
в точке А
КАСАТЬСЯ, /, нес. в., чего?, в чём?,
КОСНУТЬСЯ, /, сов. в.
касаться окружности в точке А







to proceed (from), to come (from) 
to proceed from the theorem 











and so, thus (syn. therefore, consequently, 
hence)
К
each, each one, every, every one
let us multiply every term of the equation
by x
some, any
let us take any number 
any
let us take any number 
frame, framework 




point of contact 
tangent




straight line tangential to a circle at 
point A
to touch, to contact
to touch a circle at point A 
touching
touching circumferences 


































КОНЕЦ, род. п. ед. ч. конца, им. п. мн. ч. 
концы
конец радиуса
КОНЕЧНЫЙ (ант. начальный) 



















square (the second power) 
square of difference 
square of sum
























end of a radius 
finite (ant. initial) 





conic (al) surface 
conic (al) section 











КОНЦЕНТРИЧЕСКИЙ, -ая, -ое, -не
(ант эксцентрический)
концентрические окружности










КОРЕНЬ, м. р., род. п., ед. ч. КОРНЯ
























крайние члены пропорции 
КРАТНОЕ, сущ.
наименьшее общее кратное (НОК) 




числа, кратные пяти 




concentric (al) (ant. eccentric)
concentric (al) circles 
coordinates 










root of a number
















coefficient of similarity 




extreme terms of a proportion 
multiple





























КУБ (геометрическое тело) 

















area of a circle 
quarter of a circle 
round










cube (the third power) 
cube of difference 
cube of sum
cube of a number, cubed number 
cubic







ЛЕЖАТЬ, //, нес. в., где? 
лежать в одной плоскости 
ЛЕЖАЩИЙ, -ая, -ее, -ие 









система линейных уравнений 
линейная функция
left, left-handed
left-hand side of an equation, first 
member of an equation 
to lie
to lie on the same plane 
lying





linear unity, unity of length 
linear dependence 1 
linear interpolation 
linear scale, distance scale 



























приведение к виду, удобному для 
логарифмирования 
ЛОГАРИФМИРОВАТЬ, /, нес. в. (1 л. 
мн.ч. ЛОГАРИФМИРУЕМ), 
ПРОЛОГАРИФМИРОВАТЬ, /, сов. в. 
























extra root of an equation 
only
logarithm
common (Brigg's) logarithm 
natural logarithms 
Napierian logarithms 
mantissa of a logarithm 
determination of the logarithm 
base of a logarithm 
laws of logarithms 
table of logarithms 
theorems of logarithms 
characteristic index of logarithms 
finding of a logarithm 
reduction to a form convenient for 
finding a logarithm 









convex broken line 






МАКСИМУМ (ант. минимум) 
МАКСИМАЛЬНЫЙ (ант. минимальный) 
максимальное значение 
МАЛЫЙ
maximum (ant. minimum) 


















МАТЕМАТИЧЕСКИЙ, -ая, -ое. 
математические выражения 





между двумя точками 
между двумя сторонами 
МЕНЬШЕ, чего? (ант. больше) 
пять меньше десяти
МЕНЬШИЙ, -ая, -ее, -ие (ант. больший) 
меньший отрезок 
меньший угол
МЕНЯТЬ, /, нес. в., что?, чем?,























mantissa of a logarithm 
scale
scale of image 
linear scale 
definite scale 
diagonal scale, cross-scale 
numerical scale 
unity of a scale 





mathematical expressions (definition, 
theorem, axiom, consequence)
median
median of a triangle 
between, among 
between two points 
between two sides 
smaller, less (ant. greater) 
five is less than ten 




to change items by places 
measure
measure of weight





metric system (of measure)
place
points locus, geometric(al) locus of points 
method
method of elimination 
method of similarity 










МИНИМУМ (ант. максимум) 









































разложение на множители 
МОДЕЛЬ, ж. р. 
модель фигуры
































polynomial disposed according to powers
of x
reduced polynomial 












factorisation; resolution into factors 
model, pattern 
model of a figure 
modulus (syn. absolute quantity)
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модуль комплексного числа 
МОНОТОННО-ВОЗРАСТАЮЩИЙ,






МОНОТОННО-УБЫВАЮЩИЙ, -ая, ее, 






НАЗЫВАТЬСЯ, /, нес. в., чем? 
правильным многоугольником 
называется многоугольник с равными 
сторонами и углами 
НАИБОЛЬШИЙ, -ая, -ее, -ие (ант. 
наименьший)




НАИМЕНЬШИЙ, -ая, -ее, -ие (ант. 
наибольший)
наименьшее общее кратное (НОК) 
НАЙДЕННЫЙ 
найденное число 
НАЙТИ (см. находить) 
НАКЛАДЫВАТЬ, /, нес. в., что?, на 
что?, НАЛОЖИТЬ, //, сов. в. 










накрест лежащие углы 
НАЛОЖЕНИЕ, чего?, на что? 
наложение одного отрезка на другой 
при наложении
modulus of a complex number 
monotonically increasing (ant. 
monotonically decreasing)
monotonically increasing quantity 
monotonically increasing sequence
monotonically increasing function 







denomination of a figure 
to be called
regular polygon is called a polygon 
with equal sides and angles
the greatest (ant. the least)




the least (ant. the greatest)
the least common multiple (L. С. M.) 
found
found number
to superimpose, to apply












superposition of one segment upon another 
by superposition, when superimposing
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НАЛОЖИТЬ, (см, накладывать) 
НАНЕСЕНИЕ, чего?, на что? 
нанесение точек на плоскость 
НАНЕСТИ (см. наносить)
НАНОСИТЬ, //, нес. в., что?, на что?, 
НАНЕСТИ, /, сов. в. (1 л. мн. ч. 
НАНЕСЁМ, прош. вр. НАНЁС, 
НАНЕСЛИ)
наносить деления на от резок 
НАПРАВЛЕНИЕ 








НАРУШАТЬ, /, нес. в., что?, 
НАРУШИТЬ, //, сов. в. 
нарушать общность 
нарушать равносильность 
НАРУШАТЬСЯ, /, нес. в., 
НАРУШИТЬСЯ, // сов. в. 
равенство нарушится 
НАРУШИТЬ (см. нарушать) 
НАРУШИТЬСЯ (см. нарушаться) 
НАРЯДУ, с чем? 
наряду с тем, что ...
НАТУРАЛЬНЫЙ 
натуральная величина (размер) 
натуральные логарифмы 
натуральный ряд чисел 
натуральное число
НАТЯГИВАТЬ, /, нес. в., НАТЯНУТЬ, /, 
сов. в
натягивать нить 
НАТЯНУТЬ (см. натягивать) 
НАХОДИТЬ, //. нес. в., что?, по чему?, 
НАЙТИ, /, сов в. (1 л. мн. ч. НАЙДЕМ; 
прош. вр. НАШЁЛ, НАШЛИ) 
находить х по формуле
1. НАХОДИТЬСЯ, //, нес. в., по чему? 
уменьшаемое находится по разности и 
вычитаемому
2. НАХОДИТЬСЯ, //, нес. в., в чем?, на 
чем?
находиться в центре 
находиться на плоскости
plotting
plotting of points on the surface 
to mark, to plot








guide, direction line (curve), directrix 
direction line (curve) of the conic 
surface, guide of the conic surface 
to break
to break community 
to break equivalence 
to be disturbed, to be broken
equality will be disturbed
side by side, equally (to), together (with)




natural series of numbers
natural number
to stretch, to draw
to stretch a thread
to find
to find x by formula 
to be found
minuend is found by difference and
subtrahend
to be
to be in the centre 
to be on the plane
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НАХОЖДЕНИЕ, чего?, по чему? {син. 
определение)




НАЧАЛЬНЫЙ (ант. конечный) 
начальное положение 
НАЧАТЬ (см. начинать)




НАЧИНАТЬ, / нес. в., что?, с чего?, 
НАЧАТЬ, / сов. в: (1 л. мн. ч. НАЧНЕМ) 
начинать решение с раскрытия скобок 
НАЧИСЛИТЬ (см, начислять) 
НАЧИСЛЯТЬ , /, нес. в., НАЧИСЛИТЬ, 
//, сов. в.
начислять проценты









независимая переменная (син. аргумент)





















finding of integer from it's part 
origin, beginning 
origin of coordinates 
origin of reading 






to begin solving by opening the brackets
to set down, to put
to set down percentage
deficiency, inadequacy, shortage (ant.
surplus, excess)







independent variable (syn. argument)
quantity independent of another one
unknown (quantity)








some values of x 
necessary




to increase unlimitedly 




неограниченное продолжение стороны 
НЕОПРЕДЕЛЕННО, нареч. 



































НОМЕР, род. п. ед. ч. НОМЕРА, им. п. 






НУЖДАТЬСЯ, /. нес. в., в чем? 
нуждаться в определении 
нуждаться в проверке 
НУЖНЫЙ 
нужный размер
unlimited extension of side 
indefinitely




incomplete square of difference (sum)











inequalities of equal sense 
inequalities of opposite sense
equivalent inequalities 
solving of inequalities 
















ordinal number, index number 
normal
normal, standard
normal form, standard form
normal section
to need, to require
to require definition







НУЛЬ, м. р. 
НУМЕРАЦИЯ
ОБА, ж. р. обе 
ОБВЕСТИ (см. обводить)
ОБВОДИТЬ, //, нес. в., что?, чем?, 
ОБВЕСТИ, /, сов. в. (1 л. мн. ч. 
ОБВЕДЕМ; прош. вр. ОБВЁЛ, ОБВЕЛИ) 
обводить чертёж тушью 
ОБЛАДАТЬ, /, нес. в., чем? 
обладать свойством 
ОБЛАДАЮЩИЙ, -ая, -ее, -ие 
точка, обладающая свойством 
ОБОЗНАЧАТЬ, /, нес. в., что?, чем?, 
ОБОЗНАЧИТЬ, //, сов. в. 
обозначать угол буквой А 
здесь а обозначает угол... 
ОБОЗНАЧАЮЩИЙ, -ая, -ее, -ие 
буква А, обозначающая угол 
ОБОЗНАЧЕНИЕ 
обозначение функции 
ОБОЗНАЧИТЬ (см. обозначать) 
ОБОРОТ
полный оборот радиуса 
ОБРАЗОВАННЫЙ, чем? 
тело, образованное вращением плоской 
фигуры
угол, образованный двумя радиусами 
ОБРАЗОВАТЬ, (см. образовывать) 
ОБРАЗОВЫВАТЬ, /, нес. в., что?, 
ОБРАЗОВАТЬ, /, сов. в. (1 л. мн. ч. 
ОБРАЗУЕМ)
образовать тело путём вращения 
плоской фигуры 
ОБРАЗУЮЩАЯ, сущ. 
образующая конической поверхности 
образующая цилиндрической 
поверхности









zero power (degree) 




to outline the draught with Indian ink 
to possess
to have a property, to possess a property 
possessing
point possessing a property of... 
to mark, to designate
to mark an angle by letter A 
here a marks an angle... 
marking




the whole revolution of a radius
formed
solid, formed by rotation of a plane 
figure
angle, formed by two radii 
to form
to form a solid by rotation of a plane figure
generatrix, generator 
generatrix of a conic surface 
generatrix of a cylindrical surface
forming
segments forming an angle 
inversely, conversely, reciprocally 
inversely proportional 
inverse, reciprocal, opposite 











ОБРАЩАТЬ, /, нес. в., что?, во что?
ОБРАТИТЬ, //, сов. в.
обращать смешанное число в
неправильную дробь
ОБРАЩАТЬСЯ, /, нес. в., во что?,
ОБРАТИТЬСЯ, //, сов. в.
обращаться в бесконечность
обращаться в нуль
ОБРАЩЕНИЕ, чего?, во что?
обращение смешанного числа в
неправильную дробь






общий наибольший делитель (ОНД)






















ОБЪЯСНЯТЬ, /, нес. в., что?,








to transform, to invert, to convert
to transform a mixed number into an 
improper fraction 
to be transformed
to become infinity 
to become zero
inversion, conversion, transformation








the greatest common divisor (G. C. D.)
the least common multiple (L. С. M)
general beginning








to disturb (break) community
without disturbing (breaking) community
inscribed
inscribed broken line 
circumscribed 
circumscribed broken line 
volume
volume of a body 
measure of volume 
explanation 








ОВЛАДЕВАТЬ, /, нес. в., чем?,






ОГРАНИЧИВАТЬ, /, нес. в., что?, чем?,
ОГРАНИЧИТЬ, //, сов. в.
ограничивать площадь ломаной
ОГРАНИЧИВАТЬСЯ, /, нес. в., чем?,





















одночлены с одинаковыми основаниями 
целый одночлен 
ОЗНАЧАТЬ, /, нес. в. 
знак х означает умножение 
ОКАЗАТЬСЯ (см. оказываться) 
ОКАЗЫВАТЬСЯ, /, нес. в., чем?, 
ОКАЗАТЬСЯ, /, сов. в. (3 л. ед. ч. 
ОКАЖЕТСЯ)
оказывается возможным вынести за 
скобки множитель 
ОКАНЧИВАТЬСЯ, /, нес. в., чем? 
оканчиваться нулями 
ОКАНЧИВАЮЩИЙСЯ, -аяся, -ееся,
to explain a problem
to be explained
it is explained by...
ordinary, common
vulgar (common) fraction
to master, to become proficient in
to master count, to learn how to count 
limited, bounded, finite, restricted 
bounded from above 
bounded from below 
area bounded toy a broken line 
to limit, to bound, to restrict
to bound an area by a broken line 
to limit, to bound
to limit to the simplest case
identical, equal
equal distance




of the same name
polygons of the same name




homogeneous denominations of numbers




monomials with equal bases 
integral monomial 
to mean, to stand for, to denote 
x denotes multiplication
to turn out, to be found
it turns out possible to take the factor out of 
brackets
to finish, to end, to be over, to terminate 




число, оканчивающееся нулями 
ОКОЛО (син. приблизительно) 
ОКРУГЛЕНИЕ, чего?, до чего? 
округление дроби до целого числа
ОКРУГЛИТЬ (см. округлять) 
ОКРУГЛЯТЬ, /, нес. в., что?, до чего?, 
ОКРУГЛИТЬ, //, сов. в. 
округлять дробь до целого числа







ОКТАЭДР (син. восьмигранник) 
ОПИРАТЬСЯ, /, нес. в., на что? 
опираться на предыдущую теорему 
угол опирается на дугу 
ОПИРАЮЩИЙСЯ, -аяся, -ееся, -иеся, на 
что?
угол, опирающийся на дугу 






ОПИСАТЬ (см. описывать) 
ОПИСЫВАТЬ, /, нес. в., что?, чем?, 
около чего?, ОПИСАТЬ, /, сов. в. 
описывать четырехугольник около 
окружности 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ
определение геометрических понятий 
определение логарифма 
дать определение отрезка 




уравнение определённого типа 
ОПРЕДЕЛИТЬ (см. определять) 
ОПРЕДЕЛЯЕМЫЙ
плоскость, определяемая тремя точками 
ОПРЕДЕЛЯТЬ, /, нес. в., что?, с
number terminating in zeroes 
round, about, approximately 
rounding-off, approximation 
approximation of a fraction to the 
whole number
to round off, to approximate








length of a circle, circumference of a circle 
octahedron
to rest (on); to lean (on), to base on 
to lean on the previous theorem 
an angle rests on an arc 
resting
angle resting on an arc 







to circumscribe a quadrangle round the 
circle
definition, determination
definition of geometrical concepts
determination of logarithm
to give definition of a segment
determination (syn. finding)
determination of a segment; finding the
length of a segment
definite
definite scale
equation of definite type
defining
plane described by three points 
to define, to determine
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помощью чего?, по чему?, 
ОПРЕДЕЛИТЬ, //, сов. в. 
определить длину отрезка с помощью 
циркуля
определять площадь круга по формуле
ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ, м. р. 
ОПРЕДЕЛЯЮЩИЙ, -ая, -ее, -ие 
определяющий треугольник
1. ОПУСКАТЬ, /, нес. в., что?, из 
чего?, на что?, ОПУСТИТЬ, //, сов. в. 
опускать наклонную из точки А
на прямую ВС 
опускать перпендикуляр
2. ОПУСКАТЬ, / нес. в., что? 
ОПУСТИТЬ, //, сов. в. 
опустить знак и скобки 
ОПУСТИТЬ (см. опускать) 
ОПУЩЕННЫЙ
перпендикуляр, опущенный на прямую 
ОРДИНАТА






ОСВОБОЖДАТЬ, /, нес. в., что?, от






















to determine (to find) the length of a
segment with the help of compasses






to drop inclined line from A to line BC
to drop a perpendicular 
to omit
to omit a sign and brackets 
dropped
perpendicular dropped on a straight line 
ordinate
ordinate of a complex number 




to spare (from), to release, to eliminate 




base of a logarithm
base of a monomial
base (foot) of a perpendicular
base of a power
base of a figure
basis
on the basis of powers equality
on the basis of a theorem
on the basis of identical transformations
basis, fundamental 
fundamental unit 






ОСТАВИТЬ (см. оставлять) 
ОСТАВЛЯТЬ, /, нес. в., что?, 
ОСТАВИТЬ, //, сов. в. 
оставлять число без изменения 
ОСТАЛЬНОЙ 
остальные числа
ОСТАТОК, род. п. ед. ч. ОСТАТКА, от 
чего?
остаток от деления





ОСТРЫЙ (ант. тупой) 
острый угол









ОТБРАСЫВАТЬ, /, нес. в., что?, 
ОТБРОСИТЬ, //, сов. в. 
отбрасывать запятую в делителе 




ОТДЕЛЯТЬ, /, нес. в., что?, чем?,
ОТДЕЛИТЬ, //, сов. в.
отделять знаки запятой справа налево
ОТКЛАДЫВАТЬ, /, нес. в., что?, на 
чем?, ОТЛОЖИТЬ, //, сов. в. 
откладывать отрезки на прямой 
ОТКЛАДЫВАТЬСЯ, /, нес. в., 
ОТЛОЖИТЬСЯ, //, сов. в. 
откладываться с недостатком (с 
избытком)
ОТЛИЧАТЬСЯ, /, нес. в., от чего? чем? 
одночлены отличаются друг от друга 
коэффициентами
ОТЛИЧАЮЩИЙСЯ, -аяся, -ееся, -иеся,
to demand special consideration 
(examination)
to leave, to retain, to reserve
to retain a number without change 
the rest of 
the rest of numbers 
remainder, residue
remainder of division
to divide without a remainder (with a
remainder)
point, spike






axis of abscissa, axis of x, x-axis 
axis of rotation





to take off, to drop




to separate digits (decimal places) with a 
comma from right to left 
to mark off
to mark off segments on a straight line 
to mark off
to mark off with deficiency (with excess) 
to differ from





множитель, отличающийся от 2 и 5 
ОТЛИЧНЫЙ, от чего? 
отличный от нуля
отличный от предыдущего примера 
ОТЛОЖЕННЫЙ 
отрезок, отложенный на прямой 
ОТЛОЖИТЬ (см. откладывать) 
ОТЛОЖИТЬСЯ (см. откладываться) 
ОТНИМАТЬ, /, нес. в., что?, от чего?, 
ОТНЯТЬ, /, сов. в. (1 л. мн. ч. 
ОТНИМЕМ) 
отнять три от пяти 
ОТНОСИТЬСЯ, //, нес. в., к чему? 
относиться между собой 
а относится к Ъ, как с к d 
ОТНОСИТЕЛЬНО, чего? 




ОТНОШЕНИЕ, чего?, к чему? 
отношение двух чисел 




отражение фигуры в зеркале 
ОТРЕЗОК, род. п. ед. ч. ОТРЕЗКА, им. 















ОТСЕКАТЬ, /, нес. в., что?, чем?, 
ОТСЕЧЬ, /, сов. в. (1 л. мн. ч. 
ОТСЕЧЁМ; прош. вр. ОТСЁК, 
ОТСЕКЛИ)
отсекать часть фигуры плоскостью 
ОТСЕКАЕМЫЙ
the multiplier differing from 2 and 5 
distinctive
distinctive from zero
distinctive from the previous example
marked (off), cut
segment cut on a straight line
to subtract
to subtract three from five 
to be related
to be related to one another 
a is to b as c is to d 
relatively





ratio of two numbers




reflection of a figure on a mirror 














to cut off, to chop off







ОТСТОЯТЬ, //, нес. в., от чего? 
отстоять от концов прогрессии 
ОТСТОЯЩИЙ, -ая, -ее, -ие 
члены, одинаково отстоящие от 
концов прогрессии













to be distant (from), to be away
to be distant from the ends of progression
being away
the terms being equidistant from the 
ends of progression 
to be absent









ПАДАТЬ, /, нес. в., во что?, на что?,
УПАСТЬ, /, сов. в. (3 л. ед. ч. УПАДЕТ,
прош. вр. УПАЛ)













ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ, ж. р. 






восстановить первоначальное выражение 
ПЕРЕВЕСТИ (см. переводить) 
ПЕРЕВОДИТЬ, //, нес. в. что?, во что?, 
ПЕРЕВЕСТИ, /, сов. в. (1 л. мн. ч. 
ПЕРЕВЕДЕМ, прош. вр. ПЕРЕВЕЛ)
to fall, to drop








altitude of a parallelogram
base of a parallelogram
area of a parallelogram
construction of a parallelogram
parallel
parallelism






to restore the initial (primary) expression
to convert
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переводить периодическую дробь 
в обыкновенную 
ПЕРЕГИБАТЬ, / ,  нес. в., что? 














ПЕРЕМЕЩАТЬ, /, нес. в., что?, по
чему?, до чего?, ПЕРЕМЕСТИТЬ, //, сов.
в.
перемещать точку В по окружности до 




ПЕРЕМНОЖАТЬ, /, нес. в., что?, 
ПЕРЕМНОЖИТЬ, //, сов. в. 
перемножать два члена 
ПЕРЕНЕСЛ И (см. переносить) 
ПЕРЕНОСИТЬ, //, нес. в., что?, откуда?, 
куда?, ПЕРЕНЕСТИ, /, сов. в. (1 л. мн. ч. 
ПЕРЕНЕСЁМ; прош. в. ПЕРЕНЕС, 
ПЕРЕНЕСЛИ) 
переносить запятую влево 
переносить начало отсчёта из точки А в 
точку В
переносить члены уравнения из правой 
части в левую
ПЕРЕПИСАТЬ (см переписывать) 
ПЕРЕПИСЫВАТЬ, /, нес. в., что?, 
ПЕРЕПИСАТЬ, / сов. в. (1 л. мн. ч. 
ПЕРЕПИШЕМ) 
переписывать уравнение 
ПЕРЕСЕКАТЬ, /, нес. в., что?, в чем?, 
ПЕРЕСЕЧЬ, /, сов. в. (1 л. мн. ч. 
ПЕРЕСЕЧЁМ; прош. вр. ПЕРЕСЁК 
ПЕРЕСЕКЛИ)
пересекать прямую в точке А 
ПЕРЕСЕКАТЬСЯ, /, нес. в., с чем?, в
to convert recurrent decimal into common
fraction
to bend
to bend a draught in two (parts), to fold a 











to move, to transfer
to transfer point В along the circle 
so as to coincide with point A 
displacements 
possible displacements 
number of displacements 
to multiply
to multiply two terms
to transpose, to transfer, to shift
to transfer the decimal comma to the left 
to transfer the origin of reading from 
A to В
to transfer the terms of an equation from the 
right side to the left one
to re-copy
to re-write an equation 
to cut, to intersect, to cross
to cut a straight line at point A 
to cut, to intersect
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чем?, ПЕРЕСЕЧЬСЯ, /, сов. в. (3 л. ед. ч. 
ПЕРЕСЕЧЁТСЯ, 3 л. мн, ч. 
ПЕРЕСЕКУТСЯ; прош. вр.
ПЕРЕСЁКСЯ, ПЕРЕСЕКЛИСЬ) 
пересекаться с прямой АВ в точке D 










ПЕРЕСТАВЛЯТЬ, /, нес. в., что?,
ПЕРЕСТАВИТЬ, //, сов. в.
переставлять средние члены пропорции







ПЕРИОДИЧЕСКИЙ, -ая, -ое, -ие
периодическая дробь
периодическая функция 
смешанная периодическая дробь 
чистая периодическая дробь 
ПЕРИОДИЧНОСТЬ, ж. р. 
ПЕРПЕНДИКУЛЯР 
перпендикуляр к плоскости 




ПЕРПЕНДИКУЛЯРНО, чему? (к чему?) 
перпендикулярно прямой (к прямой) 
ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ, ж. р. 








to cross straight line AB at point D 
intersecting, crossing
intersecting planes 
intersecting straight lines 
intersection 
cut
cone cut by a plane
to move, to shift, to interchange, to 
transpose, to permute 





period of a fraction, repeating decimal
to eliminate a period
periodic
recurrent fraction (decimal), periodic 
fraction
periodic function 
mixed recurrent decimal 
pure recurrent decimal 
periodicity 
perpendicular 
perpendicular to a plane 
perpendicular to a straight line 
to erect a perpendicular 
to drop a perpendicular 
construction of a perpendicular 
perpendicularly
perpendicularly to a straight line 
perpendicularity





mutually perpendicular straight lines
perspective
perspective
perspective and similar transformation
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apothem of a pyramid 
altitude of a pyramid 
base of a pyramid 
Pythagoras




planimetry, plane geometry 
flat, plane

















area of a circle 
area of polygon 
area of parallelogram 
area of surface 
area of segment 
area of triangle 
plus (ant. minus)
surface
surface of rotation 









ПОВОРАЧИВАТЬ, /, нес. в., что? вокруг 
чего?, около чего?, ПОВЕРНУТЬ, /, сов. 
в.
поворачивать фигуру вокруг оси на 360° 
поворачивать луч около начала О 
ПОВОРОТ, чего?, вокруг чего? 
поворот фигуры вокруг оси 
угол поворота 
ПОВТОРЕНИЕ, чего?, чем? 
повторение числа сомножителем п 
раз
ПОВТОРЯТЬ, /, нес. в., что?, чем?, 
ПОВТОРИТЬ, //, сов. в. 
повторять число сомножителем п раз 
ПОВТОРЯЮЩИЙСЯ, -аяся, -ееся, -иеся 
повторяющийся десятичный знак 
ПОВЫСИТЬ (см. повышать) 
ПОВЫШАТЬ, /, нес. в., что?, 
ПОВЫСИТЬ, //, сов. в. (ант. понижать) 
повышать степень уравнения 
ПОГРЕШНОСТЬ, ж. р. 
погрешность произведения и частного 
погрешность суммы и разности 
абсолютная погрешность 
относительная погрешность 
ПОДБИРАТЬ, /, нес. в., что?, 
ПОДОБРАТЬ, /, сов. в. (1 л. мн. ч. 
ПОДБЕРЁМ) 
подбирать нужное число 
ПОДВИЖНЫЙ 



















area of a surface 
to turn
to turn a figure round the axis by 360° 
to turn a ray round the origin 0 
turning
turning of a figure round the axis 
angle of turn, angle of rotation 
repetition, reiteration 
reiteration of a number as a factor n 
times
to reiterate, to repeat
to reiterate a number as a factor n times 
repeating
repeating decimal sign
to raise, to heighten, to increase (ant. 
to lower)
to raise a power of an equation 
error
error of product and quotient 
error of sum and difference 
absolute error 
relative error
to sort out, to select, to choose
to choose the necessary number 
mobile, movable 






similarity of triangles 
centre of similitude 
similarly (to)





similar terms, like terms
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ПОДРАЗДЕЛЯТЬ, /, нес. в., что?, на 
что?, ПОДРАЗДЕЛИТЬ, //, сов. в. 
подразделять неравенства по старшим 
степеням неизвестных 
ПОДРАЗУМЕВАТЬ, /, нес. в., что?, под 
чем? (син. понимать, считать) 
под х подразумеваем целое число 
ПОДРОБНО
ПОДСТАВИТЬ (см. подставлять) 
ПОДСТАВЛЯТЬ, /, нес. в., что?, во что?, 
вместо чего?, ПОДСТАВИТЬ, //, сов. в. 
подставлять значение х в уравнение 




ПОДСТАНОВКА, род. п. мн. ч. 
ПОДСТАНОВОК, чего?, во что? 
подстановка в равенство числовых 
значений
решать систему уравнений способом 
подстановки
ПОДХОДЯЩИЙ, -ая, -ее, -ие 
подходящее значение х 
ПОДЧИНИТЬСЯ (см. подчиняться) 
ПОДЧИНЯТЬСЯ, /, нес. в., чему?, 
ПОДЧИНИТЬСЯ, //, сов. в. 
подчиняться правилу
ПОЗВОЛИТЬ (см. позволять) 




ПОЙТИ, /, сов. в., по чему? (3 л. ед. ч.
ПОЙДЕТ; прош. вр. ПОШЕЛ, ПОШЛИ)











ПОКАЗЫВАТЬ, /, нес. в., что?,
ПОКАЗАТЬ, /, сов .в. (1 л. мн. ч.
ПОКАЖЕМ
to subdivide
to subdivide inequalities in accordance with 
greatest powers of unknown quantities 
to imply (syn. to mean, to consider)
we mean x as a whole number 
in detail
to substitute (for)
to put the value of x into an equation 




substitution of numerical values to an 
equality
to solve a system of equations by 
method of substitution 
suitable, appropriate 
suitable meaning of x
to submit, to be governed
to be governed by the rule, to submit to the 
rule
to allow
to allow to calculate 
to allow to simplify 
to go
side AB goes along side A’B1
exponent, index
index of a radical, root index









ПОЛАГАТЬ, /, нес. в., ПОЛОЖИТЬ //, 
сов. в.
положим, что а=Ь 
ПОЛИНОМ (син. многочлен) 
ПОЛНЫЙ
полное квадратное уравнение 
полный угол 
ПОЛОВИНА
ПОЛОЖЕНИЕ, чего?, в чем? 












ПОЛОЖИТЬ (см. полагать) 
ПОЛУКРУГ
ПОЛУОКРУЖНОСТЬ, ж. р. 
ПОЛУОСЬ, ж. р.
ПОЛУПЕРИОД 
ПОЛУПЛОСКОСТЬ, ж. р. 
ПОЛУПРЯМАЯ, сущ. (син. луч)
ПОЛУРАЗНОСТЬ, ж. р.
ПОЛУСУММА 
ПОЛУЧАТЬ, /, нес. в., что?,
ПОЛУЧИТЬ, //, сов. в. 
получать результат 
ПОЛУЧАТЬСЯ, /, нес. в., 
ПОЛУЧИТЬСЯ, //, сов. в. 




ПОЛУЧИТЬ (см. получать) 
ПОЛУЧИТЬСЯ (см. получаться) 
ПОЛЬЗОВАТЬСЯ, /, нес. в., чем? 1 л. мн. 
ч. ПОЛЬЗУЕМСЯ), 
ВОСПОЛЬЗОВАТЬСЯ, /, сов. в. 
пользоваться указанным способом 
ПОМЕНЯТЬ (см. менять) 
ПОНАДОБИТЬСЯ, //, только сов в. 
ПОНИЖАТЬ, /, нес. в., что?,
to suppose
let's suppose that a = b
polynom, polynomial





position of a body in space 















straight semiline (section of a straight line
ending in a point at one end and infinity at
the other end) (syn. ray)
semi-difference
half-sum
to obtain, to get
to get result 
to turn out, to be





to make use of the given way (method) 
to need
to lower (ant. to raise, to heighten, to
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ПОНИЗИТЬ, //, сов. в. (ант. повышать) 
понижать степень уравнения 
ПОНИЗИТЬ (см. понижать) 
ПОНИМАТЬ, /, нес. в., что?, под чем? 
(син. подразумевать, считать) 
ПОНЯТИЕ, о чем? 

























ПОСЛЕДУЮЩИЙ, -ая, -ее, -ие (ант.
предыдущий)
последующий член пропорции 
поскольку..., постольку... 
посредине









построение геометрической фигуры 
ПОСТРОИТЬ (см. строить) 
ПОСТУЛАТ
increase)
to lower the power of an equation 
to mean (syn. to imply, to; consider) 
concept
concept of logarithm 
in turn 
in pairs






in halves, in two, half and half 
to divide in two, to halve 
to fold in two 
separately, apart
if a and b separately are equal to c,
then a equals to b
ordinal
ordinal number
ordinal number, index number
order
order of operations 
order of terms 
last




following (ant. previous, foregoing,
preceding)
following term of a proportion 
so far as 
in the middle
gradually, little by little 







construction of a geometrical figure 
postulate
141
ПОТРЕБОВАТЬ (см. требовать) 
ПОЧЛЕННО, нареч. 






to add equalities termwise 
belt, zone
spherical belt (zone) 
spherical belt (zone)
ПОЯСНЯТЬ, /, нес. в., что?, чем?, 
ПОЯСНИТЬ, //, сов. в.
to explain










to illustrate the idea by an example 
rule
the rule for signs 






ПРЕВОСХОДИТЬ, //, нес. в., что?, 
ПРЕВЗОЙТИ, /, сов. в. (3 л. ед. н. 
ПРЕВЗОЙДЁТ; прош. вр. ПРЕВЗОШЁЛ, 
ПРЕВЗОШЛИ)
to exceed, to excel
а превосходит единицу 
ПРЕВРАТИТЬ (см. превращать)
a exceeds unity
ПРЕВРАЩАТЬ, /, нес. в., что?, во 
что?, ПРЕВРАТИТЬ, //, сов. в.
to turn (into), to convert
превращать градусы в минуты 
ПРЕВЫСИТЬ (см. превышать)
to convert degrees into minutes
ПРЕВЫШАТЬ, /, нес. в., что?, 
ПРЕВЫСИТЬ, //, сов. в
to exceed
а превышает единицу 
ПРЕДВАРИТЕЛЬНО 




предельная абсолютная погрешность 
ПРЕДМЕТ
ПРЕДПОЛАГАТЬ, /, нес. в., 
ПРЕДПОЛОЖИТЬ, //, сов. в.





extreme, over-all, ultimate 
extreme absolute error 
object
to suppose, to assume, to presume
предположим, что а = b 
ПРЕДПОЛОЖЕНИЕ 
делать предположение 
ПРЕДПОЛОЖИТЬ (см. предполагать) 
ПРЕДСТАВИТЬ (см. представлять)
let's suppose that a = b 
supposition, assumption 
to suppose
ПРЕДСТАВЛЕНИЕ, о чем? 
иметь представление о пределах 
приобретать представление 
ПРЕДСТАВЛЯТЬ, /, нес. в., что?, в виде
idea, notion
to have an idea about limits 
to acquire an idea 
to express
142
чего?, чем?, ПРЕДСТАВИТЬ, //, сов. в. 
представлять зависимость в виде 
уравнения
ПРЕДЫДУЩИЙ, -ая, -ее, -ие (ант. 
последующий)









ПРЕОБРАЗОВЫВАТЬ, /, нес. в., что?, 
ПРЕОБРАЗОВАТЬ, /, сов. в. 
преобразовать пропорцию 
ПРЕОБРАЗОВЫВАТЬСЯ, /, нес. в„ во 
что?, ПРЕОБРАЗОВАТЬСЯ, /, сов. в. 




ПРИБАВЛЯТЬ, /, нес. в., что?, к чему?, 
ПРИБАВИТЬ, //, сов. в. 












приведение к виду, удобному для
логарифмирования







ПРИВОДИТЬ, //, нес. в., что?, к чему?,
ПРИВЕСТИ, /, сов. в. (1 л. мн. ч.
ПРИВЕДЁМ; прош. вр. ПРИВЁЛ,
ПРИВЕЛИ)
to express the dependence in the form of an 
equation
previous, foregoing, preceding (ant. 
following)
























reduction to a form convenient for
finding a logarithm
reduction to a common denominator
reduction of similar terms
reduction formulas
reduced




приводить выражение к виду, удобному
для логарифмирования
приводить дроби к общему знаменателю











ПРИКЛАДЫВАТЬ, /, нес. в., что?, к
чему?, ПРИЛОЖИТЬ, //, сов. в.
прикладывать один треугольник к
другому
ПРИЛЕГАЮЩИЙ, -ая, -ее, -ие 
прилегающие углы
ПРИЛЕЖАТЬ, //, только нес. в., к чему?
угол прилежит к стороне
ПРИЛЕЖАЩИЙ, -ая, -ее, -ие
прилежащая сторона
прилежащий угол




ПРИМЕНЯТЬ, /, нес. в., что?,





ПРИМЕРНО (син. приблизительно) 
ПРИМЕРНЫЙ (син. приблизительный) 
примерное решение 
ПРИМЕЧАНИЕ
ПРИНАДЛЕЖАТЬ, //, только нес. в., 
чему?
точка принадлежит прямой 
ПРИНИМАТЬ, /, нес. в., что?, за что?, 
ПРИНЯТЬ, /, сов. в. (1 л. м. ч. ПРИМЕМ) 
принимать вид 
принимать х за единицу 
принимать следующий порядок 
действий
ПРИОБРЕСТИ (см. приобретать)
to reduce an expression to a form 
convenient for finding a logarithm 
to reduce fractions to a common 
denominator
to reduce to the simplest form 







signs of divisibility, criteria lor divisibility
indications of equality of triangles
to apply








angle adjacent to a side
application
to use, to employ
to use the properties of a proportion








a point belongs to the straight line 
to assume
to take shape (form) 
to assume x for unity
to assume the following order of operations
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ПРИОБРЕТАТЬ, /, нес. в., что?, 
ПРИОБРЕСТИ, /, сов. в. (3 л. ед. ч. 
ПРИОБРЕТЁТ; прош. вр. ПРИОБРЁЛ, 
ПРИОБРЕЛИ) 
приобретать новый корень 
ПРИПИСАТЬ (см. приписывать) 
ПРИПИСЫВАНИЕ
приписывание нулей справа десятичной 
дроби
ПРИПИСЫВАТЬ, /, нес. в. что?, к чему?, 
ПРИПИСАТЬ, /, сов. в. (1 л. мн. ч., 
ПРИПИШЕМ)
приписывать х к обеим частям 
уравнения
ПРИРАВНИВАТЬ, /, нес. в., что?, к 
чему?, ПРИРАВНЯТЬ, /, сов. в. 
приравнивать выражение к нулю 
ПРИХОДИТЬСЯ, //, нес. в. на что?, 
ПРИЙТИСЬ, /, сов. в. (3 л. ед. ч. 
ПРИДЁТСЯ; прош. вр. ПРИШЛОСЬ) 




ПРОВЕДЁННЫЙ, из чего?, к чему?





ПРОВЕРЯТЬ, /, нес. в., что?,
ПРОВЕРИТЬ, //, сов. в.
проверять решение
ПРОВЕСТИ (см. проводить)
ПРОВОДИТЬ, //, нес. в., что?, к чему?,
из чего?, ПРОВЕСТИ, /, сов. в. (1 л. мн.
ч. ПРОВЕДЁМ, прош. вр. ПРОВЁЛ,
ПРОВЕЛИ)
проводить перпендикуляр из точки С к 
прямой АВ







ПРОДОЛЖАТЬ, /, нес. в., что?, до чего?, 
ПРОДОЛЖИТЬ, //, сов. в. 
продолжать отрезок до пересечения с
to obtain, to acquire, to assume, to gain
to acquire a new root 
addition
addition of zeroes to the right of a
decimal fraction
to add, to attach, to ascribe
to add x to both parts of the equation 
to equate
to equate an expression to zero 
to fall on
how many roubles fall on one part?
drawn
the perpendicular drawn from A to 




to check up a solution 
to draw
to draw the perpendicular from point 
C to straight line AB 












ПРОДОЛЖИТЬ (см. продолжать) 
ПРОЕКТИРОВАНИЕ 
параллельное проектирование 
ПРОЕКТИРОВАТЬ, /, нес. в., что?, на 
что?, СПРОЕКТИРОВАТЬ, /, сов. в. 
проектировать отрезок на плоскость 
ПРОЕКЦИЯ, чего?, на что? 





ПРОИЗВЕДЕНИЕ, чего?, на что? 
произведение первого числа на 
второе
ПРОИЗВЕСТИ (см. производить) 
ПРОИЗВОДИТЬ, //, нес. в., что?, 
ПРОИЗВЕСТИ, /, сов. в. (1 л.мн. ч. 
ПРОИЗВЕДЁМ; прош. вр. ПРОИЗВЁЛ, 














ПРОМЕЖУТОК, род. п. ед. ч. 
ПРОМЕЖУТКА 
промежуток между отрезками 
















to project, to plan
to project a segment to a plane 
projection
projection of a segment on a plane 
projection of a point 
projection of a figure 
orthogonal projection 
axis of a projection 
product
product of the first number by the second
to carry out, to produce (syn. to do, to 
make)




at will, arbitrarily 
taken at will 
arbitrary
arbitrary straight line 
arbitrary angle
interval








the mean proportional 
proportion


































ПРОТИВОРЕЧИТЬ, //, только нес. в., 
чему?
противоречить условию задачи 
ПРОХОДЯЩИЙ, -ая, -ее, -ие 
отрезок, проходящий через точку А 













the simplest notion (concept)
the simplest case
simple



























to contradict the condition of a task 
passed through
segment passed through point A 







infinite straight line 
tangent line 
parallel line
intersecting straight lines 
perpendicular line 













































rectangular coordinates, Cartesian 
coordinates
rectangular parallelepiped























































точки, равноудалённые от центра
РАВНЫЙ, чему?
угол АВС, равный углу А'В'С













РАЗБИВАТЬ, /, нес. в., что?, на что?, 
РАЗБИТЬ, /, сов. в. (1 л. мн. ч. 
РАЗОБЬЁМ)
разбить члены многочлена на группы 
РАЗБИТЬ (см. разбивать) 
РАЗВЕРНУТЫЙ угол 
РАЗВЕРНУТЬ (см. разворачивать) 
РАЗВЕРТКА
РАЗВОРАЧИВАТЬ /, нес. в., что?, 
РАЗВЕРНУТЬ, /, сов. в. 
разворачивать угол 
РАЗДЕЛИТЬ (см. делить)
РАЗЛАГАТЬ, /, нес. в., что?, на что?,
РАЗЛОЖИТЬ, //, сов. в
разлагать число на простые множители






различные способы решения 
РАЗЛОЖЕНИЕ, чего?, на что? 
разложение числа на простые множители 
РАЗЛОЖИТЬ (см. разлагать)
equivalent inequality
with common base and equal altitudes









angle ABC equal to angle A'B’C 
to be equal






radical (syn. root) 
radius
radius vector 
radius of a circle 
radius of a regular polygon 
radius of a sphere 
to divide
to divide terms of a polynomial into groups
flat angle
involute, evolvent 
to develop, to unfold
to unfold an angle
to expand
to expand the number into simple factors
to differ
to differ in signs
difference
differently
differently directed segments 
different
different methods of solution 
expansion, factoring 




РАЗМЕЩЕНИЯ, только мн. ч. 
число размещений 












десятичный разряд (чисел) 
РАЗЪЯСНИТЬ (см. разъяснять) 
РАЗЪЯСНЯТЬ, /, нес. в., что?, 
РАЗЪЯСНИТЬ, //, сов. в. 
разъяснять новое понятие 
РАСКРЫВАТЬ, /, нес. в., что?, 
РАСКРЫТЬ, /, сов. в. (1 л. мн. ч. 
РАСКРОЕМ) 
раскрывать скобки 
РАСКРЫТЬ (см. раскрывать) 
РАСКРЫТИЕ 
раскрытие скобок 
РАСПОЛАГАТЬ, /, нес. в., что? по 
чему?, РАСПОЛОЖИТЬ, //, сов. в. 
располагать члены уравнения по 
возрастающим (убывающим) степеням х
РАСПОЛОЖЕНИЕ, чего?, по чему? 
расположение членов уравнения по 
возрастающим (убывающим) степеням х
РАСПОЛОЖЕННЫЙ 
отрезок, расположенный на плоскости 
подобно расположенные фигуры 
РАСПОЛОЖИТЬ (см. располагать) 
РАСПРЕДЕЛИТЕЛЬНЫЙ ЗАКОН 
РАССЕКАТЬ /, нес. в., что?, чем?, на 
что?, РАССЕЧЬ, /, сов в. (1 л. мн. ч. 
РАССЕКУТ; прош. вр. РАССЁК, 
РАССЕКЛИ)




dimension, extent, size 
dimensions of a body 
permutations, disposals, arrangements 
number of permutations 
difference
difference of squares 











to elucidate, to explain
to elucidate new concept 
to open, to removal
to removal the brackets
opening, removaling 
removaling of the brackets 
to arrange, to dispose
to arrange the terms of an equation 
according to the increasing (decreasing) 
powers of x
arrangement, disposition 
arrangement of terms of an equation 
according to the increasing (decreasing) 
powers of x 
disposed, arranged 




to cut a pyramid by a plane into two
parts
cut
pyramid cut by a plane
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РАССЕЧЬ (см. рассекать) 
РАССМАТРИВАТЬ, /, нес. .в, что?, 
РАССМОТРЕТЬ, //, сов. в: 
рассматривать данный случай 
РАССТОЯНИЕ, между чем?, от чего?, до 
чего?
расстояние между двумя точками 





рациональный способ решения 
рациональное число 
РЕЗЮМИРОВАТЬ, /, только нес. в. 




РЕШАТЬ, /, нес. в., что?, РЕШИТЬ, //, 
сов., в.
решать задачу (пример, уравнение)
РЕШАТЬСЯ, /, нес. в.






















натуральный ряд чисел 
ряд равных отношений
to consider, to regard
to consider the given example (case) 
distance
distance between two points













to solve a problem (an example, an
equation)
to be solved
the problem is solved in the following way 
solution











particular solution, partial solution








natural series of numbers 








СВОДИТЬСЯ, //, нес. в., к чему?, 
СВЕСТИСЬ, /, сов. в. (3 л. ед. ч. 
СВЕДЕТСЯ; прош. вр. СВЁЛСЯ, 
СВЕЛИСЬ)













































solution comes to replacement of an 
equation by an equivalent one 
property
properties of fractions 
properties of logarithms 
properties of inequalities 
obvious property
segment
segment of a circle 
spherical segment 
area of a segment 
secant 
sector









the middle of a side of a triangle 
section










point A is symmetrical to point A' 
















СКЛАДЫВАТЬ, /, нес. в., что?,
СЛОЖИТЬ, //, сов. в.
складывать два числа















след движения точки 
СЛЕДОВАТЕЛЬНО (син. итак)
СЛЕДОВАТЬ, /, нес. в., из чего?, 
ПОСЛЕДОВАТЬ, /, сов. в. (3 л. ед. ч. 
ПОСЛЕДУЕТ) (син. вытекать) 
из теоремы следует, что...
СЛЕДСТВИЕ, из чего? 
следствие из теоремы 
из теоремы вытекает следствие 
СЛЕДУЮЩИЙ, -ая, -ее, -ие 
рассмотрим следующий случай 
СЛИВАТЬСЯ, /, нес. в., во что?, 
СЛИТЬСЯ, /, сов. в. (3 л. мн. ч. 
СОЛЬЮТСЯ) 
сливаться в одну точку 
СЛИВШИЙСЯ, -аяся, -ееся, -иеся точки, 
слившиеся в одну
symmetry




axis of symmetry 
point of symmetry 
sine
sinusoid, sine curve 
system
system of coordinates 
system of equations 
linear system 
metric system 
to add, to sum





to take out of brackets
to put in brackets
to close the brackets
to remove the brackets.
as much as one wants, any amount
infinite (infinitesimal) quantity
crossing




therefore, consequently, hence (syn. so,
thus)
to follow
it follows from the theorem... 
consequence
consequence from the theorem
the consequence follows from the theorem
following
let us consider the following case 
to coincide, to merge
to merge into one point 
coincided, merged 
points merged into one
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СЛОЖИТЬ (см. складывать) 





СЛУЖИТЬ, //, нес. в., чем? 

























СНОСИТЬ, //, нес. в., что?, СНЕСТИ, /
сов. в (1 л. мн. ч. СНЕСЕМ; прош. вр
СНЁС, СНЕСЛИ)
три сносим, два в уме
сносить остаток под черту
СНОСЯ, дееприч.
снося остаток под черту
СОБРАНИЕ
собрание нескольких единиц 
СОВМЕСТНЫЙ 
совместная система уравнений 
СОВМЕСТИТЬ (см. совмещать) 
СОВМЕЩАТЬ, / нес. в., что? 
СОВМЕСТИТЬ, //, сов. в. 
совмещать вершины углов 
совмещать отрезки 
СОВМЕСТИТЬСЯ (см. совмещаться)





to serve, to be





















to make sense 
to obtain sense 
to lose sense
to bring down, to fetch down
we bring three down, carry two 
to bring a remainder down the line 
bringing down
bringing a remainder down the line, 
bringing down the remainder 
gathering
gathering of several units 
compatible
compatible system of equations 
to match
to match vertices of angles 
to match segments
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СОВМЕЩАТЬСЯ, /, нес. в., чем? 
СОВМЕСТИТЬСЯ, //, сов. в. 
при наложении равных фигур друг 




СОВОКУПНОСТЬ, ж. р. 
совокупность точек 
СОВПАДАТЬ, / нес, в., чем?, 
СОВПАСТЬ, / сов. в. (3 л. ед. ч. 
СОВПАДЕТ; прош. в р. СОВПАЛ, 
СОВПАЛИ) 
совпадать вершинами 
совпадать всеми своими точками 
совпадать концами 
СОВПАДАЮЩИЙ, -ая, -ее, -ие 
совпадающие плоскости 
СОВПАДЕНИЕ 
вращать до совпадения 
СОВПАСТЬ (см. совпадать) 
СОДЕРЖАТЬ, //, только нес. в., что?, 
чем?
содержать множителем одно и то 
же выражение
СОДЕРЖАТЬСЯ, //, только нес. в., 
в чем?
три содержится в девяти три раза
СОДЕРЖАЩИЙ, -ая, -ее, -ие 
уравнение, содержащее три члена 
СОЕДИНЕНИЯ, только мн. ч. 
СОЕДИНИТЬ (см. соединять) 
СОЕДИНИТЬ, /, нес. в., что?, чем?, с 
чем?, СОЕДИНИТЬ, //, сов. в. 
соединять вершину треугольника с 
серединой противоположной стороны 
соединять точки отрезком 
СОЕДИНЯЮЩИЙ, -ая, -ее, -ие, что?, с 
чем?







СОКРАТИТЬ (см. сокращать) 
СОКРАЩАТЬ, / нес. в., что?, на что? 
СОКРАТИТЬ, // сов. в.
to be matched
on overlapping two equal figures together 




totality of points 
to coincide, to match together
to coincide with vertices 
to coincide with all their points 




to rotate till coincidence 
to contain
to contain as a factor one and the sams
expression
to contain
three goes into nine three times, nine 
contains three three times 
containing
equation contains three terms 
combinations
to join, to connect
to join a vertex of a triangle with the middle 
of the opposite side 
to connect points by a segment 
joining











сокращённый приём деления и 
умножения
СОМНОЖИТЕЛЬ, м. р. 
СООТВЕТСТВЕННО, нареч. 
соответственно равные стороны углы с 





СООТВЕТСТВОВАТЬ, /, только нес. в., 
чему? (3 л. ед. ч. СООТВЕТСТВУЕТ) 
соответствовать условию задачи 
СООТВЕТСТВУЮЩИЙ, -ая, -ее, -ие 
дуга, соответствующая углу 
соответствующий условию задачи 
СООТНОШЕНИЕ, чего?, между чем? 
соотношение углов и сторон (между 












СОСТАВЛЯТЬ, /, нес. в., что?, 
СОСТАВИТЬ, //, сов. в. 
составить уравнение 
составить натуральный ряд чисел 
составлять 100%
СОСТАВЛЯЮЩИЙ, -ая, -ее, -ие 
лучи, составляющие прямую 
СОСТАВНОЙ 
составные числа
СОСТОЯТЬ, //, только нес. в., из чего? 
состоять из нескольких членов 
СОСТОЯЩИЙ, -ая, -ее, -ие 
число, состоящее из трех цифр 
СОСЧИТАТЬ (см. считать)
СОТНЯ, род. п. мн. ч. СОТЕН 
СОЧЕТАНИЕ, чего?, с чем? 
СОЧЕТАТЕЛЬНЫЙ
to cancel a fraction
cancellation
cancelled
short method of division and multiplication 
factor
correspondingly, accordingly 
correspondingly equal sides angles with 






to correspond to the condition of a problem 
corresponding
arc corresponding to an angle 
. corresponding to the condition of a problem 
ratio, relation, correlation 









formation of a proportion 
formation of equations 
to compose, to form, to constitute
to work out an equation 
to form natural series of numbers 
to make up 100% 
forming




to consist of several terms 
consisting







СПОСОБ (син. приём) 
способ группировки 
решать задачу другим способом 
СПРАВЕДЛИВЫЙ, для чего? 
равенство, справедливое для данных 
значений х
СПРОЕКТИРОВАТЬ (см.проектировать) 
СРАВНЕНИЕ, чего?, с чем? 
сравнение одного треугольника с 
другим
СРАВНИВАТЬ, /, нес. в., что?, с чем?, 
СРАВНИТЬ, //, сов. в. 










среднее пропорциональное, сущ. 
СТАВИТЬ, //, нес. в., что?, 
ПОСТАВИТЬ, //, сов. в. 
ставить знак 








возвышение в степень 
основание степени















method of grouping (classification) 
to solve a problem in another way 
true
equality is true for the given values of x
comparison
comparison of one triangle with another 
to compare









the mean proportional 
to put
to put a sign
power; degree
degree of accuracy
degree of an equation





involution, raising to a power














СТОЯТЬ, //, нес. в.
стоять в скобках
стоять под чертой
СТОЯЩИЙ, -ая, -ее, -ие
выражение, стоящее в скобках
СТРЕМИТЬСЯ, //, только нес. в., к чему?
стремиться к бесконечности
стремиться к нулю





СТРОИТЬ, //, нес. в., что?, по чему?,
ПОСТРОИТЬ, //, сов, в.






для существования решения необходимо
и достаточно...
СУЩЕСТВОВАТЬ, //, только нес в. (3 л. 
ед. ч. СУЩЕСТВУЕТ) 
если существует хотя бы одно число .. 
СФЕРА















1. СЧИТАТЬ,/, нес. в., что?, 
СОСЧИТАТЬ, /, сов. в. 
считать десятки
считать до ста
2. СЧИТАТЬ (син. подразумевать, 
понимать)
СЧИТАТЬСЯ, /, только нес. в. 
задача считается решённой, если...
to be, to stand 
to be in brackets 
to be under the line 
being, standing
expression standing in brackets 
to tend
to tend to infinity 





strictly positive quantity 
to build, to construct
to construct a triangle by three sides 
sum
sum of sides 
sum of angles 
sum of numbers 
existence
for existence of solution it is necessarily 
and sufficiently... 
to exist












to count, to account 
slide-rule
computing machine 
to calculate, to count
to count tens
to count to a hundred
to consider (syn. to mean, to imply)
to be considered







































ТОЧКА, род. п. мн. ч., ТОЧЕК 
точка касания 
точка пересечения 
бесконечно удалённая точка 
воображаемая точка 
проекция точки






table of logarithms 
multiplication table 







solid of rotation (revolution) 
geometrical solid 
surface of a solid 
theorem
theorem of Pythagoras 
converse theorem 
direct theorem 
to prove a theorem 
theory
theory of probability 
theory of relativity 
theory of numbers 
to lose
to lose a root 
to lose sense 
tetrahedron 
regular tetrahedron 





to have no thickness 
only
























ТРЕБОВАТЬ, /, нес. в., чего?, 


































ТУПОЙ (ант. острый) 
тупой угол 
ТУПОУГОЛЬНЫЙ
accurate, precise, exact 









to meet the requirement, to answer the 
demand
to demand, to require
to require checking 




acute (-angled) triangle 
similar triangles 
regular triangle 






obtuse (-angled) triangle 












trigonometric (al) equation 
trigonometric (al) form 
trigonometric (al) functions 
trigonometry 
billion (1012) 






ТЯЖЕСТЬ, ж. р. 
центр тяжести
УВЕЛИЧЕНИЕ
увеличение числа в три раза (на три) 
УВЕЛИЧЕННЫЙ, во сколько раз?, на 
сколько?
число, увеличенное в два раза (на два)
УВЕЛИЧИВАТЬ, /, нес. в., что?, во
сколько раз?, на сколько?, УВЕЛИЧИТЬ,
//, сов. в. (ант. уменьшать)





УГОЛ, род. п. ед ч. УГЛА, им. п. мн. ч.
УГЛЫ
угол поворота
углы с параллельными сторонами 
утлы с перпендикулярными сторонами 
вертикальные углы 
внешние накрест лежащие углы 
внешние односторонние углы 
внешний угол
внутренние накрест лежащие углы 























centre of gravity 
У
increase
increase of a number three times (by three) 
increased
number, increased two times (by two) 
to increase (ant. to reduce, to cut down, to 
decrease)





angle of turn, angle of rotation
angles with the parallel sides


































УДАЛЕНИЕ, чего?, от чего? 
УДАЛЕННЫЙ, от чего? 
точка, удалённая от прямой










УДЛИНЯТЬ, /, нес. в., что?, насколько?, 
УДЛИНИТЬ, //, сов. в. 
удлинить отрезок на 2 см 
УДОВЛЕТВОРЯТЬ, /, нес. в. чему? 




УМЕНЬШАТЬ, /, нес. в., что?, во 
сколько раз?, УМЕНЬШИТЬ, //, сов. в. 
(ант. увеличивать)
УМЕНЬШЕНИЕ
уменьшение числа в три раза (на три)
УМЕНЬШИТЬ (см. уменьшать) 
УМЕСТИТЬСЯ (см. умещаться) 
УМЕЩАТЬСЯ, /, нес. в., в чем?, сколько 
раз?, УМЕСТИТЬСЯ, //, сов. в. 
отрезок АВ уместится в отрезке CD пять 
раз
УМНОЖАТЬ, /, нес. в., что?, на что?, 
УМНОЖИТЬ, //, сов. в. (ант. делить) 
умножить а на b 
УМНОЖЕНИЕ, чего?, на что? 
умножение целого числа на дробь
УМНОЖЕННЫЙ, на что? 
число, умноженное на два 
УМНОЖИТЬ (см. умножать)








remoted, outlying, moved away 
point outlying (remoted) from the 
straight line 
to double
to double a number 
doubling




lengthening of a segment 
to lengthen, to make longer
to make a segment longer by 2 cm 
to satisfy
to meet the demand 
to answer the condition 
minuend
to reduce, to cut down, to decrease (ant. to 
increase)
decrease, diminution
diminution of a number three times (by
three)
to put in, to find room (for)
there is room for segment AB in 
segment CD five times 
to multiply (ant. to divide)
to multiply a by b 
multiplication
multiplication of a whole number by a
fraction
multiplied
number multiplied by two
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УНИЧТОЖАТЬ, /, нес. в., что?, 
УНИЧТОЖИТЬ, //, сов. в. 
уничтожать иррациональность в 
знаменателе
УНИЧТОЖАТЬСЯ, /, нес. в., 
УНИЧТОЖИТЬСЯ, //, сов в. 
взаимно уничтожаться 
УНИЧТОЖИТЬ (см. уничтожать) 
УНИЧТОЖИТЬСЯ (см. уничтожаться) 
УПАСТЬ, (см. падать)
УПРОСТИТЬ (см. упрощать) 
УПРОЩАТЬ, /, нес. в., что? 





уравнение второй степени 
уравнение высших степеней 
уравнение n-й степени 
уравнение первой степени 
уравнение приведённого типа 
уравнения смешанного типа 

























to spare, to cancel, to destroy, to removal
to spare from irrationality in the 
denominator
to be cancelled, to do away with 
to be cancelled mutually
to simplify
to simplify an expression 
simplification
simplification of an expression 
equation
equation of the second degree
equation of the highest degrees
equation of the n-th degree
simple equation, linear equation
equation of reduced form
equations of mixed type

















root of an equation
left-hand side of an equation, first
member of an equation
right-hand side of an equation, second
member of an equation
methods of solving of equations
system of equations
degree of an equation
truncated, frustum








УСЛОВИТЬСЯ, //, сов. в. 
условимся записывать так 
УСЛОВНЫЙ 
условное неравенство 
УСТАНАВЛИВАТЬ, /, нес. в., что?, 
УСТАНОВИТЬ, //, сов. в. 
устанавливать свойство путём 
рассуждения
УСТАНОВИТЬ (см.устанавливать) 
УТВЕРЖДАТЬ, /, нес. в., что? 
утверждать, что а=Ь











УЧИТЫВАТЬ, /, нес. в., что?, УЧЕСТЬ, 
/, сов. в. (1 л. мн. ч. УЧТЁМ; прош. вр. 
УЧЕЛ, УЧЛИ) 
учитывать направление
truncated pyramid, frustum of a pyramid 
condition
condition of a problem 
according to the condition 
sufficient condition 
necessary condition 
to agree, to settle




to determine the property by means of 
reasoning
to assert, to maintain, to approve 
to assert that a=b 
to treble






taking the direction into account 
to take into account




























form of a triangle 
form of a number 




ФОРМУЛИРОВАТЬ, /, нес. в., что?, 








































хотя бы одно значение х
reduction formulas 
to formulate
to formulate a theorem 
formulation

























argument of a function 
form of a function 
graph (diagram) of a function 
function value 
designation of a function
X
characteristic
characteristic of a logarithm 
way, method 
way (method) of solution 
chord
even if..., at least 
at least one value of x
Ц
ЦЕЛОЕ, сущ. integer, whole number
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ЦИЛИНДРИЧЕСКИЙ, -ая, -ое, -ие 
цилиндрическая поверхность 














ЧАСТЬ, ж. р. (син. доля) 
вещественная часть 
десятая часть




нахождение части по целому






centre of a circle 
centre of similarity 
centre of a regular polygon 
centre of symmetry 
centre of a triangle 













pair of compasses 
proportional compasses 















the left (right)-hand side of an equation,



























ЧИСЛО, род. п. ед. ч. ЧИСЛА, им. п. мн.





























above the line 
down the line 
to draw a line 
draught, drawing, sketch 
to draw
to draw a figure 
a quarter













number of displacements 
number of permutations 
number of permutations 
































































ШЕСТИГРАННИК (син. гексаэдр) 
ШЕСТИУГОЛЬНИК 
ШИРИНА, только ед. ч. 
плоскость шириной в 5 см 
ШКАЛА
ШТРИХОВАТЬ, /, нес. в., что?, 




conjugate (complex) numbers 
composite number 
exact number 
integer, whole number 
even number 
root of a number 
natural series of numbers 









pure recurrent (decimal) fraction
member, term
terms of a ratio
terms of a proportion
extreme terms of a proportion, extremes
unknown term
similar terms, like terms
following term
preceding term
absolute term, free term
middle term of a proportion, means
reading












plane 5 cm in width 
scale














ЯВЛЯТЬСЯ, /, нес. в., чем?, ЯВИТЬСЯ,
//, сов. в.
являться целым числом











natural phenomenon, regular effect
to be




V -  любой
3 -существует(например, Зх -  существуеттакоех,...)
«  — равносильно 
=> -  следовательно 
оо -  бесконечный 
« -  приблизительно равно 
е -принадлежит 
г - н е  принадлежит
п  -  пересечение (например, Аг\В -  пересечение множеств А и В) 
w -  объединение (например, A\j B — объединение множеств А и В)
170
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